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概要
この論文では，任意の指数を持つ擬ユークリッド空間内の極小線織面の分類を与える．また，
得られた分類結果に動機づけられて，退化した計量を持つ非標準ユークリッド空間を定義し，
その中の曲面について研究する．特に，d-極小曲面と呼ばれるクラスに対し，ワイエルシュト
ラス型の表現公式を与える．さらに，4次元ミンコフスキー空間内の空間的平坦平均曲率零曲
面と一対一対応が存在することを示す．
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1 導入
本修士論文では，非標準ユークリッド空間内の極小曲面について述べる．
曲面論において，極小曲面の研究は長い歴史を持つ．例えば，極小線織面に関する多くの結果が
存在する．E. Cartanは 1842年にユークリッド空間 R3 において，平面でない極小線織面は，ヘ
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リコイドに限るということを示した ([6])．
一方近年では，リーマン多様体やローレンツ多様体を含む擬リーマン多様体の研究が活発に行わ
れている．これらの対象は，幾何学のみならず，物理学においても注目を集めている．擬リーマン
多様体の一つである擬ユークリッド空間では，ヘリコイド以外に非自明な極小線織面の例が存在す
ることが知られている．また，3次元ミンコフスキー空間内で曲面論を展開すると，一般に特異点
が現れる．この方面の研究は，梅原雅顕 ·山田光太郎らによって多くの研究成果が残されている．
近年の曲面論では，特異点の解析も一つの主要な論題である．
極小線織面に関する先行研究を説明する．小林治は，3次元ミンコフスキー空間内で空間的極小
線織面の分類を与え ([12])，I. van de Woestijneは，3次元ミンコフスキー空間内で時間的極小線
織面の分類を与えた ([19])．これらの仕事によって，R31 内の分類は完全に決着がついた．また，
H. Anciauxは，より一般に任意の指数を持った擬ユークリッド空間内の極小線織面の研究を行っ
たが，完全な分類は与えていない ([2])．実際，4次元以上の空間で，すでに得られた曲面のいずれ
とも等長的でない極小線織面の例が存在することが分かる．
第 2節では，予備知識として，擬リーマン多様体とその非退化部分多様体についての基本事項を
復習する．特に，擬ユークリッド空間について詳しく説明する．
第 3節では，Anciauxの研究に触発され，ジェネリックな条件の下，完全な分類を与える (定理
13)．同時に，得られた曲面が存在するための外側の空間の条件を与える (注意 17)．これと分類結
果を合わせると，4次元ミンコフスキー空間 R41 やニュートラル計量を持つ擬ユークリッド空間 R42
において，非常に豊富な極小線織面を持つことが分かる．特にそれらの空間の中の退化する部分空
間に埋め込まれる曲面が存在する．これは興味深い結果の一つであり，ますます計量が退化する空
間の研究に重要性が高まっていくことであろう．また，4次元以上の擬ユークリッド空間では，あ
る意味でベルンシュタイン型の定理が成立しないことを注意する (注意 18)．
第 4節では，第 3節の結果に触発され，退化した計量を持つ微分幾何学，特に曲面論を考える．
3次元実数空間 R3 に退化計量 g = dx2+ dy2 を導入し，組 (R3, g)を 3次元特異擬ユークリッド空
間と呼び，R0,2,1 と表す．M を R0,2,1 内の曲面とし，誘導計量は非退化であると仮定すると，曲
面論のアナロジーが円滑に進むことが分かる．我々は，R0,2,1 内の d-極小曲面と呼ばれる曲面を定
義し，その完備性 (定理 38)や曲面論の基本定理 (定理 41)が成立するかなど，性質を詳しく調べ
た．また，d-極小曲面に対するワイエルシュトラス型表現公式を導出し (定理 34)，一般にある種
の特異点を許容することを述べる．その応用として，4次元ミンコフスキー空間 R41 内の空間的平
坦平均曲率零曲面と 3次元特異擬ユークリッド空間 R0,2,1 内の d-極小曲面の間に一対一対応があ
ることを示す (定理 44)．
2 予備知識
微分幾何において，リーマン多様体は古典的な対象でありながらも，現在もなお中心的な存在で
あり，洗練された理論が展開される．一方で，アインシュタインによる相対論では，ローレンツ多
様体と呼ばれる正定値とは限らない計量を持つ多様体が導入された．これをきっかけに擬リーマン
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多様体と呼ばれるリーマン多様体の一般化が定式化され，リーマン幾何のアナロジーが試みられて
いる．しかしながら，擬リーマン多様体においては，ホップ ·リノウの定理など古典的な結果が成
立せず，その大域的な性質が，リーマンの場合とどのような違いがあるのかという問いは基本的な
ものである．ここでは，擬リーマン多様体の定義と良く知られた事実を紹介し，さらに，その非退
化部分多様体についての基本概念を説明する．
2.1 擬リーマン多様体
M を n次元可微分多様体とする．以下，多様体と述べた場合，可微分性は仮定する．g をM 上
の擬リーマン計量とする．すなわち，非退化で滑らかな対称な計量テンソルとする．このとき，組
(M, g)を n次元擬リーマン多様体と呼ぶ．
特に，M が連結ならば，計量 g の双線形形式としての符号を (p, q)とすると，シルベスターの
慣性法則により，p, q はM 上で不変である．この組 (p, q)を計量 g の符号と呼ぶ．ここで，pは
負の固有値の個数，q は正の固有値の個数を表すものとする．
符号 (p, q)において，数 pのことを計量 g の指数としばしば呼ばれる．p = 0のとき，まさに g
はリーマン計量であり，(M, g) はリーマン多様体のことに他ならない．また，p = 1 のとき，擬
リーマン計量 g は，ローレンツ計量と呼ばれ，相対論において重要な役割を果たしている．
(M, g)を擬リーマン多様体とし，各点 x ∈M と 0でない接ベクトル X ∈ TxM に対し，
Xは空間的である :⇔ g(X,X) > 0,
Xは時間的である :⇔ g(X,X) < 0,
Xは光的 (または，零的)である :⇔ g(X,X) = 0
と定め，これらを接ベクトルの因果的特性と呼ぶ．
リーマン多様体の場合と同様に，擬リーマン多様体においても特別な線形接続が存在する．
定理 1 ([2]). (M, g)を擬リーマン多様体とする．このとき，M 上に唯一の線形接続 ∇が存在し
て，次の 2条件を満たす．
(i) ∇は捩じれを持たない．すなわち，次を満たす．
∇XY −∇YX − [X,Y ] = 0 (∀X,Y ∈ Γ(TM)).
(ii) 計量 g は接続 ∇に関して平行である．すなわち，次を満たす．
Z(g(X,Y )) = g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ) (∀X,Y, Z ∈ Γ(TM)).
ここで，Γ(TM)はM 上のベクトル場全体のなす集合である．
この唯一存在する接続 ∇を (M, g)のレビ ·チビタ接続と呼ぶ．以下，擬リーマン多様体の接続
は，レビ ·チビタ接続を考えるものとする．
擬リーマン多様体 (M, g)の曲率テンソル Rを次で定める．
R(X,Y )Z := ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (X,Y, Z ∈ Γ(TM)).
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次に，各点 x ∈ M に対し，接ベクトル空間 TxM の非退化な 2次元部分空間を P とし，{X,Y }
を P の基底とする．このとき，P の断面曲率K(P )を次で定める．
K(P ) :=
g(R(X,Y )Y,X)
g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )2 .
ここで，部分空間 P ⊂ TxM が非退化であるとは，計量を P 上に制限するとき，非退化になるこ
とをいう．特に，多様体M の次元が 2のとき，ガウス曲率と呼ばれる．
多様体M 上の滑らかな関数全体を C∞(M)で表す．u ∈ C∞(M)に対し，uの勾配ベクトル場
graduを次で定める．
g(gradu,X) = du(X) (∀X ∈ Γ(TM)).
次に，M の接ベクトル場 X ∈ Γ(TM)に対し，X の発散 divX を次で定める．
divX := tr((X1, X2) 7→ g(∇X1X,X2)) (X1, X2 ∈ Γ(TM)).
u ∈ C∞(M)に対し，uのラプラシアン∆guを次で定める．
∆gu := div(gradu).
∆gu ≡ 0を満たすとき，u ∈ C∞(M)を調和関数と呼ぶ．
{e1, · · · , en}を (M, g)の局所正規直交枠場とすると，勾配ベクトル場と発散はそれぞれ次のよ
うな局所表示を持つ．
gradu =
n∑
i=1
ϵidu(ei)ei,
divX =
n∑
i=1
ϵig(∇eiX, ei).
ここで，ϵi = g(ei, ei) = ±1である．
2.2 非退化部分多様体
(N, g¯)を n次元擬リーマン多様体，M をm次元多様体とし，C∞ 級写像 f :M → N ははめ込
みであるとする．このとき，M を N 内のはめ込まれた部分多様体と呼ぶことにする．特に，f が
埋め込みであるとき，M を N 内の正則な部分多様体と呼ぶことにする．
M 上の f による誘導計量を g で表す．(N, g¯)は擬リーマン多様体であるから，f ははめ込みで
あっても，誘導計量 gは非退化になるとは限らないことに注意する．誘導計量 gが非退化であると
き，(M, g)を (N, g¯)内の非退化部分多様体，または擬リーマン部分多様体と呼ぶ．
以下，部分多様体と書いたときは，断りのない限り，はめ込まれた非退化部分多様体を考えるも
のとする．このとき，各点 x ∈M に対し，法ベクトル空間 T⊥x M が
T⊥x M := {v ∈ Tf(x)N | g(dfx(w), v) = 0 , ∀w ∈ TxM}
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によって定まり，M 上の階数 (n −m) のベクトル束 T⊥M = ⋃x∈M T⊥x M が得られる．これを
M の法束と呼ぶ．これにより，各点 x ∈M に対して，直交直和分解
Tf(x)N = TxM ⊥ T⊥x M
を得る．特に，ベクトル束の直交直和分解として，次が分かる．
f∗TN = TM ⊥ T⊥M.
さて，(N, g¯)のレビ ·チビタ接続を ∇¯，(M, g)のレビ ·チビタ接続を∇とする．また，法束 T⊥M
の切断全体のなす集合を Γ(T⊥M)とし，その切断を特に法ベクトル場と呼ぶ．
各 X,Y ∈ Γ(TM), ξ ∈ Γ(T⊥M)に対し，上で得た直交直和分解を用いて，次を得る．
∇¯XY = ∇XY + h(X,Y ), (1)
∇¯Xξ = −AξX +∇⊥Xξ. (2)
ここで，h，Aξ，∇⊥ はそれぞれM 上の第二基本形式，ξ に関する形作用素，法接続である．式 (1)
をM のガウスの公式，式 (2)をM のワインガルテンの公式と呼ぶ．
命題 2 ([2]). 第二基本形式 hは，法束に値を持つ (0, 2)型対称テンソル場である．
命題 3 ([2]). 任意の ξ ∈ Γ(T⊥M)に対し，ξ に関する形作用素 Aξ は，接束に値を持つ (1, 1)型テ
ンソル場であり，誘導計量 g に関して，自己随伴である．すなわち，任意の X,Y ∈ Γ(TM), ξ ∈
Γ(T⊥M)に対し，
g(AξX,Y ) = g(X,AξY )
が成立する．さらに，第二基本形式 hと次の関係を持つ．
g¯(h(X,Y ), ξ) = g(AξX,Y ).
この命題 3より，第二基本形式と形作用素は等価である．
命題 4 ([2]). 法接続 ∇⊥ は，M の法束 T⊥M 上の線形接続であり，計量 g¯ は接続 ∇⊥ に関して
平行である．すなわち，任意の X ∈ Γ(TM), ξ, η ∈ Γ(T⊥M)に対し，
X(g¯(ξ, η)) = g¯(∇⊥Xξ, η) + g¯(ξ,∇⊥Xη)
が成立する．
ここで非退化部分多様体M について，いくつかのクラスを述べる．M が全測地的であるとは，
M の第二基本形式 hが恒等的に 0であることをいう．M が極小であるとは，M の平均曲率ベク
トル場 H⃗ が恒等的に 0であることをいう．すなわち，
H⃗ :=
1
m
trgh =
1
m
m∑
i,j=1
gijhij ≡ 0
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を満たすことである．
以下，部分多様体M の余次元が 1とする．特にこのとき，部分多様体は超曲面と呼ばれる．
M が全臍的であるとは，ある実定数 λ ∈ R が存在して，h = λg を満たすことをいう．すな
わち，
h(X,Y ) = λg(X,Y ) (∀X,Y ∈ Γ(TM))
が成立することである．特に λ = 0のとき，全臍的超曲面は，全測地的超曲面である．
2.3 擬ユークリッド空間
符号 (p, q, r)の n次元特異擬ユークリッド空間を
Rp,q,r :=
Rn, (·, ·) = − p∑
i=1
dx2i +
p+q∑
j=p+1
dx2j

で定める．ここで，n = p+ q+ rであり，(x1, · · · , xn)は Rn の標準座標を表す．このとき，次の
ことが分かる．
• r = 0のとき，Rp,q,0 は指数 pの擬ユークリッド空間と呼び，Rnp と表す．
• p = r = 0のとき，R0,n,0 は通常のユークリッド空間 Rn のこと他ならない．
通常のユークリッド空間 Rn でない特異擬ユークリッド空間のことを非標準ユークリッド空間と
呼ぶことにする．r ≥ 1 と計量 ( , ) は退化することが同値となることにも注意する．以下では，
擬ユークリッド空間とその非退化部分多様体の基本事項を述べる．
指数 p (0 ≤ p ≤ q)の n次元擬ユークリッド空間を Rnp で表し，擬ユークリッド計量
〈·, ·〉p := −
p∑
i=1
dx2i +
n∑
j=p+1
dx2j
が与えられているとする．ここで，(x1, · · · , xn)は Rnp の直交座標系である．Rnp の零でないベク
トル v が空間的，時間的，光的であるとは，それぞれ |v|2p > 0，|v|2p < 0，|v|2p = 0を満たすことで
ある．ここで，v ∈ Rnp に対し，|v|2p := 〈v, v〉p である．記号に 2のべき指数がつけられているが，
負値も取りうることに注意する．あくまで形式的な記号である．
注意 5. 指数の条件 0 ≤ p ≤ q についての補足説明を与える．p > q であるとすると，微分同型
写像
τ : Rnp ∋ (x1, · · · , xp, xp+1, · · · , xn) 7→ (xp+1, · · · , xn, x1, · · · , xp) ∈ Rnn−p
により，計量に関して次が成立する．
〈 , 〉p = −〈 , 〉n−p.
従って，Rnp と Rnn−p は，本質的に同じ幾何を定める．すなわち，擬ユークリッド空間の符号 (p, q)
に対し，いつでも 0 ≤ p ≤ q とすることができる．
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指数 1の n次元擬ユークリッド空間 Rn1 を n次元ミンコフスキー空間と呼ぶ．さらに 4次元ミ
ンコフスキー空間は，平坦な時空モデルとして，物理学と密接な関係がある．
以下，M を擬ユークリッド空間内の非退化m次元部分多様体とする．∇¯,∇をそれぞれ Rnp，M
の計量 〈· , · 〉p，g に関するレビ ·チビタ接続とする．また，X,Y, Z,W と ξ, η をそれぞれM 上の
接ベクトル場，法ベクトル場とする．
M のガウスの方程式，コダッチの方程式，リッチの方程式はそれぞれ以下で与えられる．
〈R(X,Y )Z,W 〉 = 〈h(Y, Z), h(X,W )〉 − 〈h(X,Z), h(Y,W )〉, (3)
(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z), (4)
〈R⊥(X,Y )ξ, η〉 = 〈[Aξ, Aη]X,Y 〉. (5)
ここで，R，R⊥ はそれぞれ接続 ∇，∇⊥ に関する曲率テンソルであり，∇Xhは，第二基本形式 h
の接ベクトル場 X による共変微分である．すなわち，
(∇Xh)(Y, Z) = ∇¯Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)
で定義される．さらに，M の法束 T⊥M が平坦であるとは，R⊥ ≡ 0を満たすことをいう．
{e1, · · · , em}をM の接束 TM の局所正規直交枠場，{em+1, · · · , en}をM の法束 T⊥M の局
所正規直交枠場とする．さらに，ϵA := |eA|2p とし，以降では添字を次にように定める．
1 ≤ A,B,C, · · · ≤ n， 1 ≤ i, j, k, · · · ≤ m， m+ 1 ≤ α, β, γ, · · · ≤ n.
{ωji }を {e1, · · · , em}に付随する∇の接続形式，{ωαβ }を {em+1, · · · , en}に付随する∇⊥ の接続
形式とする．このとき，ガウスの公式 (1)とワインガルテンの公式 (2)より次のように表される．
∇¯ekei =
m∑
j=1
ϵjω
j
i (ek)ej +
n∑
α=m+1
ϵαh
α
ikeα, (6)
∇¯ekeβ = −
m∑
j=1
ϵjh
β
kjej +
n∑
α=m+1
ϵαω
α
β (ek)eα. (7)
ここで，hαij は，第二基本形式の係数である．さらに，M の平均曲率ベクトル場 H⃗ は，次のよう
になる．
H⃗ =
1
m
n∑
α=m+1
ϵαtrAαeα. (8)
ここで，trAα は，eα に関する形作用素 Aeα のトレースである．すなわち，trAα =
∑m
i=1 ϵih
α
ii で
ある．
ここで，擬ユークリッド空間内の部分多様体について，よく知られた事実を述べる．
定理 6 ([2]). 擬ユークリッド空間 Rnp 内の任意の非退化なアファイン部分空間は，全測地的部分多
様体であり，逆に，Rnp 内の任意の連結な全測地的部分多様体は，非退化なアファイン部分空間の
開部分集合である．
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次に Rnp 内の超曲面を考える．ここで，Rnp 内の 2次超曲面を実数 c ∈ Rに対し，
Qn−1p,c := {x ∈ Rnp | |x|2p = c}
を定め，Rnp への包含写像による誘導計量を導入する．さらに r > 0に対し，
Sn−1p (r2) := Q
n−1
p,r2 , H
n−1
p−1 (−r2) := Qn−1p,−r2
と置くと，n ≥ 3のとき，これらは擬リーマン多様体として，断面曲率がそれぞれ一定値 1
r2
,− 1
r2
であり，かつ測地的完備である．Sn−1p (r2), Hn−1p−1 (−r2)をそれぞれ指数 pの (n− 1)次元擬球面，
指数 (p− 1)の (n− 1)次元擬双曲空間と呼ぶ．また，擬ユークリッド空間を含めたものを総称し
て，擬リーマン空間形と呼ぶこともある．
注意 7.
(i) Sn−10 (r2)は標準的な (n− 1)次元球面 Sn−1(r2)であり，唯一のコンパクトな擬リーマン空
間形である．また，誘導計量はリーマン計量である．
(ii) Hn−10 (−r2)は唯一の非連結な擬リーマン空間形であり，連結成分は 2つである．誘導計量
はリーマン計量であり，特に Hn−10 (−r2) ∩ {x1 > 0} は，標準的な (n − 1) 次元双曲空間
Hn−1(−r2)である．
(iii) Sn−11 (r2) は (n − 1) 次元ド · ジッター空間と呼び，dSn−1(r2) で表す．また，誘導計量は
ローレンツ計量である．
(iv) Hn−11 (−r2)は (n− 1)次元反ド ·ジッター空間と呼び，AdSn−1(−r2)で表す．また，誘導
計量はローレンツ計量である．
4次元の場合において，ド ·ジッター空間または，反ド ·ジッター空間はそれぞれ正または，負の
定曲率を持つ時空モデルとして，やはり物理学と関係がある．
定理 8 ([2]). c ̸= 0のとき Qn−1p,c は，擬ユークリッド空間 Rnp 内の全臍的超曲面であり，逆に，Rnp
内の任意の連結な全臍的超曲面は，平均曲率 H が一定となり，平行移動の差を除いて，H = 0の
とき，非退化な超平面の開部分集合であり，H ̸= 0のとき，2次曲面 Qn−1p,c の開部分集合である．
ここで，|c| = 1
H2
である．
2次曲面 Qn−1p,c に対し，c = 0のとき，Qn−1p,c は，p = 0ならば原点の一点集合となってしまう
が，1 ≤ p ≤ q ならば原点 (0, · · · , 0)を唯一の孤立特異点とする滑らかな超曲面が得られるが，誘
導計量が退化する．これは，擬ユークリッド空間 Rnp 内の (n− 1)次元光錐と呼ばれ，ミンコフス
キー空間の場合に物理的な意味を持つ．また，このような擬リーマン多様体内の退化した計量を持
つ部分多様体は，Bejancuと Duggalによって研究され，多くの結果が [4]にまとめられている．
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3 擬ユークリッド空間内の極小線織面
この節では，擬ユークリッド空間 Rnp 上の極小線織面の分類をする．但し，n ≥ 3，0 ≤ p ≤ q
とする．曲面論において線織面は，古典的な対象であり，多くの結果が得られている．ここで，線
織面とは，曲面上の任意の点に対し，その曲面に含まれる直線が存在して，その点を通ることをい
う．言い換えると，直線の 1パラメータ族のよって生成される曲面のことである．
3.1 準備
I ⊂ R を 0を含む R の開区間とする．γ : I → Rn \ {0}を C∞ 級曲線，x : I → Rn を C∞ 級
正則曲線とする．このとき，写像 f を次で定義する．
f : I × R ∋ (s, t) 7−→ γ(s)t+ x(s) ∈ Rn.
以下，f ははめ込みであることを仮定する．そこで，写像 f の像
S := {γ(s)t+ x(s) ∈ Rn | (s, t) ∈ I × R}
を Rn の線織面という．さらに，曲線 γ を S の方向曲線といい，曲線 x を S の基部曲線という．
特に，方向曲線が平行のとき (すなわち，γ(s) = γ0 : 定ベクトル)，与えられる線織面は柱形であ
るという．一方，線織面が非柱形であるとは，方向曲線 γ がすべての部分区間 J ⊂ I に対し，相
異なる 2点 s, s′ ∈ J が存在して γ(s) ∦ γ(s′)を満たすことをいう．
外の空間として，擬ユークリッド空間 Rnp = (Rn, 〈· , · 〉p := −
∑p
i=1 dx
2
i +
∑n
i=p+1 dx
2
i )を考え
る．Rnp 上の C∞ 級正則曲線 cが光的曲線であるとは，すべての s ∈ I に対し，|c′(s)|2p = 0を満た
すことをいう．最後に，Rnp の線織面 S が極小であるとは，f による誘導計量 g が非退化であり，
かつ S の平均曲率ベクトル場 H⃗ が恒等的に零ベクトルであることをいう．すなわち，
det g = g11g22 − g212 ̸= 0, H⃗ =
1
2
g11h22 − 2g12h12 + g22h11
det g
= 0.
ここで，i, j ∈ {1, 2}に対し，gij , hij は次で与えられる．
g11 = g
(
∂
∂s
,
∂
∂s
)
, g12 = g
(
∂
∂s
,
∂
∂t
)
, g22 = g
(
∂
∂t
,
∂
∂t
)
,
h11 = h
(
∂
∂s
,
∂
∂s
)
, h12 = h
(
∂
∂s
,
∂
∂t
)
, h22 = h
(
∂
∂t
,
∂
∂t
)
.
ここでは，O.S. を直交系，O.B. を直交基底，O.N.S. を正規直交系，O.N.B. を正規直交基底，
O.N.F.を正規直交枠場の意味で使う．
3.2 分類
まず柱形極小線織面については，以下が成立する．
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定理 9 ([2]). S を柱形の極小線織面とする．このとき，次の曲面のうちどちらかの開部分集合で
ある．
1. 平面
2. 極小柱面
ここで極小柱面は，γ0 は光的ベクトル，x(s)は光的曲線で，〈γ0，x′(s)〉p ̸= 0を満たす柱形の極小
線織面をいう．
Proof. 曲面 S を実現するはめ込み f が f(s, t) = γ0t + x(s)で与えられているとする． ここで，
γ0 は定ベクトルである．このとき，直接計算により fs = x′(s), ft = γ0, fss = x′′(s), fst =
0, ftt = 0であるので， h12 = h22 = 0が分かる．平均曲率ベクトル場の公式より，
H⃗(s, t) =
1
2
g22h11
det g
が成立する．今，S は極小なので，次の 2パターンに帰着される．
(a) h11 = 0の場合：
このとき，第二基本形式は h ≡ 0となるので，定理 6より，S は Rnp の平面の一部分である．明ら
かだが，逆に平面は極小線織面である．
(b) g22 = 0の場合：
このとき，g22 = |ft|2p = |γ0|2p = 0より，γ0は光的である．さらに，det g = −g212となるため g12 ̸= 0
である．すなわち， 任意の s ∈ I に対し，〈γ0, x′(s)〉p ̸= 0を満たす．以下，この条件から x(s)は
光的曲線となるようにできることを示す．λ = λ(s)を I 上の実関数として x˜(s) = x(s) + λ(s)γ0
と置くと x˜′(s) = x′(s) + λ′(s)γ0 である．よって |x˜′(s)|2p = |x′(s)|2p + 2λ′(s)〈γ0, x′(s)〉p である．
従って，
λ(s) = −
∫ s
0
|x′(u)|2p
2〈γ0，x′(u)〉p du
として λ を定めれば，x˜ は光的曲線である．このとき，f˜(s, t) := γ0t + x˜(s) を定めると，
〈γ0, x′(s)〉p ̸= 0 より f˜ ははめ込みであって，さらに f と f˜ の像としての曲面は一致する．逆に
γ0 ∈ Rn \ {0} を光的な定ベクトル，x : I → Rn を光的曲線とし，〈γ0, x′(s)〉p ̸= 0 とすると，
f(s, t) = γ0t+ x(s)ははめ込みで，極小線織面となる． 2
次に，非柱形の極小線織面を分類する．
命題 10 ([2]). 非柱形線織面の方向曲線が |γ(s)|2p ≡ 0を満たすとする．このとき，極小ではない．
Proof. 背理法で示す．S を極小であると仮定しよう．任意の (s, t) ∈ I × R に対し，g22(s, t) =
|ft|2p = |γ(s)|2p = 0と h22 = 0であることから，平均曲率ベクトル場の公式より，
H⃗(s, t) =
1
2
−2g12h12
−g212
=
h12
g12
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である．ここで，S は極小かつ誘導計量は非退化であることより，任意の (s, t) ∈ I × Rに対し，
g12(s, t) ̸= 0，h12(s, t) = 0に注意すると，
h12(s, t) = 0⇔ fst(s, t)⊥ = 0⇔ fst(s, t) ∈ span{fs(s, t), ft(s, t)}
となる．従って，ある I × R上の実関数 λ, µが存在して，
γ′(s) = λ(s, t)(γ′(s)t+ x′(s)) + µ(s, t)γ(s)
と表せる．ここで，任意の (s, t) ∈ I ×Rに対し，λ(s, t) = 0と仮定すると，γ′(s) = µ(s, t)γ(s) =
µ˜(s)γ(s)より，任意の s ∈ I に対し，ある定ベクトル γ0 ∈ Rn \ {0}が存在して，
γ(s) = exp
(∫ s
0
µ˜(u)du
)
γ0
となるが，これは相異なる s, s′ ∈ I が存在して，γ(s) ∦ γ(s′)となることに矛盾する．よって，あ
る (s0, t0) ∈ I × Rが存在して，λ(s0, t0) ̸= 0である．そして，このとき，
x′(s0) =
1− t0λ(s0, t0)
λ(s0, t0)
γ′(s0)− µ(s0, t0)
λ(s0, t0)
γ(s0)
が成立する．一方で，任意の s ∈ I に対し，〈γ(s), γ′(s)〉p = 12 dds |γ(s)|2p = 0 が成立するので
(s0, t0) ∈ I × Rにおいて，
g12(s0, t0) = 〈γ′(s0)t0 + x′(s0), γ(s0)〉p = 0
を満たす．これは，S の非退化性に矛盾する． 2
非柱形の極小線織面の分類の前に，いくらか簡単にするための準備をする．命題 10 より
g22 = |γ(s)|2p = ϵ = ±1と正規化しておくことができる．また |γ′(s)|2p ̸= 0が成立するときは，曲
線 γ に対して，弧長パラメータ s = s(u)を取り，
f˜(u, t) = f(s(u), t) = γ(s(u))t+ x(s(u))
を考えるものとしても，一般性を失わないことは f と f˜ は像が一致することから分かる．特に γ′
に対しては η := |γ′(s)|2p ≡ ±1, 0と 3つに場合分けができる．ここで，η = 0かつ |x′(s)|2p ̸= 0が
成立するときは，曲線 xに対して，弧長パラメータ s = s(v)を取り，
fˆ(v, t) = f(s(v), t) = γ(s(v))t+ x(s(v))
を考えるものとして，η = 0においては |x′(s)|2p = δ = ±1, 0と 3つに場合分けができる．さらに，
非柱形の極小線織面においては，いつでも g12 = 0となるように仮定でき，この仮定は I 上の曲線
γ(s)，または x(s)が弧長パラメータであるという仮定と両立できる．実際，λ = λ(s)を実関数と
して，x˜(s) := x(s) + λ(s)γ(s)と定め，f(s, t) = γ(s)t+ x˜(s)と表されているとする．このとき，
fs(s, t) = γ
′(s)t+ x˜′(s) = γ′(s)t+ x′(s) + λ′(s)γ(s) + λ(s)γ′(s),
11
ft(s, t) = γ(s)
であるから 〈γ(s), γ′(s)〉p = 12 dds |γ(s)|2p = 0に注意すると，
g12 = 〈fs, ft〉p = 〈γ(s), x′(s)〉p + ϵλ′(s)
となるので，
λ(s) = −ϵ
∫ s
0
〈γ, x′〉pdu
と λを定めれば，g12 = 0となるようにいつでも x(s)を移動することができることが分かる．こ
のとき，fss = γ′′(s)t+ x′′(s), fst = γ′(s), ftt = 0なので，平均曲率ベクトル場の公式より，
2H⃗(s, t) =
g22h11
g11g22
=
h11
g11
(9)
となる．式 (9) より，S が極小であるための必要十分条件は，任意の (s, t) ∈ I × R に対して，
h11(s, t) = 0を満たすことである．ここで g11(s, t) = ηt2 + 2〈γ′, x′〉pt + |x′|2p より，次のように
場合分けができる．
η = |γ′|2p δ = |x′|2p 〈γ′, x′〉p
±1 0でない 0 (i)
±1 0 無条件 (ii)
±1 0でない 0でない (iii)
0 ±1 0でない (iv)
0 ±1 0 (v)
0 0 0でない (vi)
0 0 0 常に g11 = 0より不適
(10)
さて h11(s, t) = 0より，fss(s, t) ∈ span{fs, ft}．ここで g11 ̸= 0, g12 = 0, g22 = ϵ ̸= 0より， fs√∣∣|fs|2p∣∣ ,
ft√∣∣|ft|2p∣∣

は S 上の O.N.F.である． よって，
fss =
〈fss, fs〉p
|fs|2p
fs +
〈fss, ft〉p
|ft|2p
ft
と表せる．また，〈γ′, γ′′〉p = 12 dds |γ′(s)|2p = 0, 〈γ, γ′〉p = 0であることと dds 〈γ, γ′〉p = |γ′(s)|2p +
〈γ, γ′′〉p = 0から 〈γ, γ′′〉p = −η であることを用いて直接計算をすると，
fss =
(〈γ′′, x′〉p + 〈γ′, x′′〉p)t+ 〈x′′, x′〉p
ηt2 + 2〈γ′, x′〉pt+ |x′|2p
(γ′t+ x′) + ϵ(−ηt+ 〈γ, x′′〉p)γ (11)
となる．一方で，
fss = γ
′′(s)t+ x′′(s) (12)
である．ここで式 (11)に表れる分数式をまとめて C(s, t)と表記することにしよう．
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命題 11. S は極小線織面で，任意の s ∈ I で γ′(s)，x′(s) は線形独立であるとする．このとき，
C(s, t)は tに依存せず，さらに η = ±1のとき C(s, t) = 0が成立する．
Proof. 式 (11)，(12)を等号で結び，整理すると，
tC(s, t)γ′ + C(s, t)x′ − ϵηtγ + ϵ〈γ, x′′〉pγ = γ′′t+ x′′
となり，両辺を tで偏微分すると，(
C(s, t) + t
∂C
∂t
(s, t)
)
γ′ +
∂C
∂t
(s, t)x′ − ϵηγ = γ′′
となる．再度 tで偏微分し整理すると，(
t
∂2C
∂t2
(s, t) + 2
∂C
∂t
(s, t)
)
γ′ +
∂2C
∂t2
(s, t)x′ = 0
となる．γ′(s), x′(s)は線形独立なので，
t
∂2C
∂t2
(s, t) + 2
∂C
∂t
(s, t) = 0， ∂
2C
∂t2
(s, t) = 0
となる．これより，∂C
∂t
(s, t) = 0が分かるので，C(s, t)は tに依らないことが示される．再び式
(11)，(12)を等号で結べば，両辺は tについての多項式と見ることができるので係数を比較するこ
とで次を得る． {
γ′′(s) = C(s)γ′(s)− ϵηγ(s), (13)
x′′(s) = C(s)x′(s) + ϵ〈γ(s)，x′′(s)〉pγ(s). (14)
ここで，C(s, t) は t に依らないことを示したので，単に C(s) と書き表している．もし η = ±1
が成立するならば，式 (13)に対し，γ′(s)と内積を取ることで，C(s) = 0が従うことが容易に分
かる． 2
η = 0の場合に関しては，次が成立する．
命題 12. S は極小線織面で，η = 0 かつ |x′|2p = δ = ±1 が成立しているとする．このとき，
C(s, t) = 0が成立する．
Proof. η = 0の場合に式 (11)，(12)を等号で結び，整理すると，
(〈γ′′, x′〉p + 〈γ′, x′′〉p)t+ 〈x′′, x′〉p
2〈γ′, x′〉pt+ δ (γ
′t+ x′) + ϵ〈γ, x′′〉pγ = γ′′t+ x′′
となる．ここで 〈γ′′, x′〉p + 〈γ′, x′′〉p = dds 〈γ′, x′〉p, 〈x′′, x′〉p = 12 dds |x′|2p = 0に注意して，分数式
の分母を払って整理すると，(
d
ds
〈γ′, x′〉p
)
t(γ′t+ x′) + ϵ〈γ, x′′〉p(2〈γ′, x′〉pt+ δ)γ = (2〈γ′, x′〉pt+ δ)(γ′′t+ x′′)
13
となる．両辺は tについての多項式と見ることができるので，一次の係数を比較することで
2ϵ〈γ, x′′〉p· 〈γ′, x′〉pγ +
(
d
ds
〈γ′, x′〉p
)
x′ = δγ′′ + 〈γ′, x′〉px′′ (15)
であり，g12 = 〈γ, x′〉p = 0が成り立つので，式 (15)の両辺に x′ との内積を取れば，
d
ds
〈γ′, x′〉pδ = δ〈γ′′, x′〉p
となる．両辺 δ で割り，左辺を再び微分後の式に戻すことで次を得る．
〈γ′′, x′〉p + 〈γ′, x′′〉p = 〈γ′′, x′〉p．
これより 〈γ′, x′′〉p = 0を得る．これを用いて次は式 (15)の両辺に γ′ との内積により微分方程式(
d
ds
〈γ′, x′〉p
)
· 〈γ′, x′〉p = 0
を得る．従って 〈γ′, x′〉p = 定数であるので C(s, t)の分子が 0となる．すなわち，C(s, t) = 0と
なって，結論が従う． 2
さて，ここで図表 (10)に戻ろう．以下，それぞれ (i)-(vi)の場合において表れる極小線織面を決
定しよう．
(i), (ii)の場合
容易に γ′, x′ が線形独立であることが示せる．実際，
αγ′ + βx′ = 0 (α，β ∈ R)
と置くと，(i)においては γ′ と内積を取ることで α = 0が分かり，x′ ̸= 0より β = 0である．(ii)
においては 〈γ′, x′〉p = 0 ならば γ′ との内積を取り，〈γ′, x′〉p ̸= 0 ならば x′ との内積を取れば，
共に α = 0 が分かり，曲線 x の正則性から (i) のときと同様にして β = 0 が分かる．すなわち，
線形独立性が成り立つ．よって，命題 11が適用できるので，特に式 (13)，(14)が成立している．
η = ±1より， {
γ′′(s) = −ϵηγ(s), (16)
x′′(s) = ϵ〈γ(s), x′′(s)〉pγ(s) (17)
となる． 式 (16)から方向曲線 γ(s)が決定される．
• ϵη = 1⇔ ϵ = η のとき，
γ′′ + γ = 0より，これは円である． 一般解として，
γ(s) = cos se1 + sin se2 (e1, e2 ∈ Rn)
を得る．さらに，|e1|2p = |γ(0)|2p = ϵ, |e2|2p = |γ′(0)|2p = η = ϵ, 〈e1, e2〉p = 〈γ(0), γ′(0)〉p =
0より，{e1, e2}は O.N.S.で |e1|2p = |e2|2p を満たす．
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• ϵη = −1⇔ ϵ = −η のとき，
γ′′ − γ = 0より，これは双曲線である． 一般解として，
γ(s) = cosh se1 + sinh se2 (e1, e2 ∈ Rn)
を得る． さらに，|e1|2p = |γ(0)|2p = ϵ, |e2|2p = |γ′(0)|2p = η = −ϵ, 〈e1, e2〉p =
〈γ(0), γ′(0)〉p = 0より，{e1, e2}は O.N.S.で |e1|2p = −|e2|2p を満たす．
これで γ が決定できたので，次に基部曲線 x(s) を決定する．C(s) = 0 なので 〈γ′, x′〉p = 定数
である． 一方で ddsg12 = 〈γ, x′′〉p + 〈γ′, x′〉p = 0 より 〈γ, x′′〉p = 定数 である．式 (16) より
ϵγ = −ηγ′′ となり，これを式 (17)の右式に代入すれば，
x′′(s) = ϵ〈γ, x′′〉pγ(s) = −η〈γ, x′′〉pγ′′(s)
となる．よって，求積法より，
x(s) = −η〈γ, x′′〉pγ(s) + sv + x0 (v, x0 ∈ Rn).
f(s, t) = γ(s)t+ x(s)なので，特に x(s) = vs+ x0 として良い． さらに 0 = g12 = 〈γ(s), v〉p よ
り，v は e1, e2 に直交することも分かる．明らかだが，(i)においては v = x′(0)より，v は光的ベ
クトルではないので，ある 0でない定数 C0 が存在して，v = C0e3 となる．ここで，e3 ∈ Rn は単
位ベクトルである．従って，相似変換と平行移動によって，C0 = 1, x0 = 0の場合を考えて，以下
の 2パターンを得る．
f(s, t) = (cos se1 + sin se2)t+ se3 ({e1, e2, e3} : O.N.S., |e1|2p = |e2|2p = ±1, |e3|2p = ±1),
f(s, t) = (cosh se1 + sinh se2)t+ se3 ({e1，e2，e3} : O.N.S., |e1|2p = −|e2|2p = ±1, |e3|2p = ±1).
一方で，(ii)においては v ∈ Rnp は光的であるので，改めて e3 := v と置くことで，同様にして，以
下の 2パターンを得る．
f(s, t) = (cos se1 + sin se2)t+ se3 ({e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = |e2|2p = ±1, |e3|2p = 0),
f(s, t) = (cosh se1 + sinh se2)t+ se3 ({e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = −|e2|2p = ±1, |e3|2p = 0).
(iii)の場合
まず γ′，x′ が線形独立であるとすると，命題 11が適用でき，C(s) = 0, |x′| ̸= 0から前の (i)の
場合に帰着されるため，新しい結果は得られない．γ′, x′ が常に線形従属であるとする． すなわ
ち，I 上の関数 p(s) (s ∈ I)が存在して，γ′(s) = p(s)x′(s)を満たす．このとき，次を得る．
fs(s, t) = γ
′(s)t+ x′(s) = (p(s) + t)γ′(s).
非退化性より，g11 = |fs|2p = (p(s)+t)2η ̸= 0であるので，各 (s, t) ∈ I×Rに対し，p(s)+t ̸= 0と
なることに注意する．しかしながら，極小性から，はめ込みの像が平面を与えることが分かる．実
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際，式 (9)から h11 = 0が導かれる．さらに，一般の線織面 f(s, t) = γ(s)t+x(s)に対し，h22 = 0
が分かるので，h12 = 0となることを示せばよい．まず fst(s, t) = γ′(s)であり，p(s) + t ̸= 0を
用いると，
fst(s, t) =
1
p(s) + t
fs(s, t) ∈ span{fs, ft}
となることが分かる．これより，h12 = 0が従う．よって，第二基本形式は h = 0を満たすので，
命題 6より，平面を与えることが分かった．以上により，(iii)においては (i)の場合に帰着される
か，または平面である．
(iv)の場合
命題 12が適用できるので，C(s, t) = 0である． そこで再び式 (11)，(12)を等号で結ぶと，
ϵ〈γ, x′′〉pγ = γ′′t+ x′′
なので，tの多項式と見て係数を比較すると，{
γ′′(s) = 0, (18)
x′′(s) = ϵ〈γ(s)，x′′(s)〉pγ(s) (19)
である． 式 (18)より，
γ(s) = se0 + e1 (e0，e1 ∈ Rn)
を得る． さらに，|e0|2p = |γ′(0)|2p = 0，|e1|2p = |γ(0)|2p = ϵ, 〈e1，e0〉p = 〈γ(0), γ′(0)〉p = 0 を満
たす．また，(iv)の条件と C(s, t) = 0より 〈γ′, x′〉p は 0でない定数であることが分かる．一方で
g12 = 0より 〈γ, x′′〉p = −〈γ′, x′〉p であったので，式 (19)より，
x′′(s) = ϵ〈γ, x′′〉pγ(s) = −ϵ〈γ′, x′〉pγ(s) = C1(se0 + e1) (C1 := −ϵ〈γ′, x′〉p).
よって，求積法より，
x(s) =
C1
2
(
s3
3
e0 + s
2e1
)
+ sv + x0 (v, x0 ∈ Rn).
ここで基部曲線 xの取り換えをしよう． x˜(s) = x(s) + λγ(s) (λ ∈ R)と置くと，
f˜(s, t) = γ(s)t+ x˜(s) = (te0 + v + λe0)s+ te1 +
C1
2
(
s3
3
e0 + s
2e1
)
+ λe1 + x0 (20)
と式を変形できる． ここで，v˜ := v + λe0 と置こう． このとき，
0 = g12 = 〈x′, γ〉p = 〈x′ + λγ′, γ〉p = 〈x˜′, γ〉p = (〈e0, v˜〉p + C1ϵ)s+ 〈e1, v˜〉p
から 〈e0, v˜〉p + C1ϵ = 〈e0, v〉p + C1ϵ = 0, 〈e1, v˜〉p = 0であり，前者の式から e0, v˜ は線形独立で
あることが分かる． 定数 λを適切に選ぶことで Rn の平面 spanR{e0, v˜}の O.N.B. {e2，e3}を以
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下のように構成することができる．
(
e0, v˜
)
=
(
e′2, e
′
3
)( 1 −1
1 1
)
⇐⇒ ( e′2, e′3 ) = 12 ( e0, v˜ )
(
1 1
−1 1
)
=
1
2
(
e0 − v˜, e0 + v˜
)
.
このとき，〈e′2，e′3〉p = −
1
4
|v˜|2p = −
1
4
|v|2p +
C1
2
λϵより λ = ϵ
2C1
|v|2p と取れば，〈e2，e3〉p = 0で v˜
が光的であることも分かる． さらに，
|e′2|2p =
1
4
(|e0|2p − 2〈e0, v˜〉p + |v˜|2p) =
C1
2
ϵ，
|e′3|2p =
1
4
(|e0|2p + 2〈e0, v˜〉p + |v˜|2p) = −
C1
2
ϵ
となるので，以下は平面 spanR{e0, v˜}の O.N.B.を与える．
e2 :=
√
2
|C1|e
′
2, e3 :=
√
2
|C1|e
′
3
加えて 〈e1, v˜〉p = 0 であったことから，〈e1, e2〉p = 〈e1, e3〉p = 0 が成立する．よって，e0 =√
|C1|
2 (e2 + e3), v˜ =
√
|C1|
2 (−e2 + e3)なので式 (20)に代入して整理すると，
f(s, t) =
(
t+
C1
2
s2
)
e1 +
√
|C1|
2
(
C1
2
s3
3
+ st− s
)
e2 +
√
|C1|
2
(
C1
2
s3
3
+ st+ s
)
e3
+
ϵ
2C1
|v|2pe1 + x0
となるので，相似変換と平行移動によって，C1
2
= 1, x0 = − ϵ
2C1
|v|2pe1 の場合を考えて，以下を
得る．
f(s, t) = (t+ s2)e1 +
(
s3
3
+ st− s
)
e2 +
(
s3
3
+ st+ s
)
e3
({e1, e2, e3} : O.N.S., |e1|2p = |e2|2p = −|e3|2p = ±1).
(v)の場合
(iv)の場合と同様で，命題 12が適用できるので，C(s, t) = 0である．(iv)との違いは C1 = 0
であることより次が成立する． {
γ′′(s) = 0,
x′′(s) = 0.
それぞれ解いて，
γ(s) = se1 + e2, x(s) = se3 + x0 (e1, e2, e3, x0 ∈ Rn)
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より，
f(s, t) = γ(s)t+ x(s) = ste1 + te2 + se3 + x0
となる． 特に (v) の条件から |e1|2p = 0, |e2|2p = ϵ = ±1, |e3|2p = δ = ±1, 〈e1, e2〉p =
〈γ(0), γ′(0)〉p = 0がすぐに分かり，g12 = 0より 〈e2, e3〉p = 0， ddsg12 = 0より 〈e3, e1〉p = 0がそ
れぞれ分かる．平行移動によって，x0 = 0として以下を得る．
f(s, t) = ste1 + te2 + se3 ({e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = 0, |e2|2p = ±1, |e3|2p = ±1).
(vi)の場合
命題 11も命題 12を適用できないため，直接 C(s, t)を見ることにすると，
C(s, t) =
d
ds 〈γ′, x′〉pt
2〈γ′, x′〉pt =
d
ds 〈γ′, x′〉p
2〈γ′, x′〉p
である．よって，式 (11)，(12)を等号で結ぶと，
d
ds 〈γ′, x′〉p
2〈γ′, x′〉p (γ
′t+ x′) + ϵ〈γ, x′′〉pγ = γ′′t+ x′′ (21)
である．関数 〈γ′, x′〉p が 0にならないとする． 式 (21)の両辺 tの多項式と見て一次の係数を比較
すると，
γ′′(s) =
d
ds 〈γ′, x′〉p
2〈γ′, x′〉p γ
′(s)
なので，q(s) :=
d
ds 〈γ′, x′〉p
2〈γ′, x′〉p と置けば求積法より，ある定ベクトル γ0 ∈ R
n \ {0}が存在して，
γ′(s) = exp
(∫ s
0
q(u)du
)
γ0
となる．次に，r(s) := exp(∫ s
0
q(u)du)と置いて再び求積すれば，
γ(s) = µ(s)γ0 + γ1 (γ1 ∈ Rn, µ(s) :=
∫ s
0
r(u)du)
となる． ここで (vi) の場合はパラメータ s に関する取り換えがまだ可能である． 区間 I 上で
µ′(s) = r(s) > 0より関数 µは逆関数を持つ． よって s = s(u) = µ−1(u)とパラメータを取り換
えて，はめ込み f(s, t) = γ(s)t + x(s) の代わりに f˜(u, t) = γ˜(u)t + x˜(u) = γ(s(u))t + x(s(u))
を考えても一般性は崩れない． さらに，γ˜(u) := γ(s(u)) = uγ0 + γ1 が成立する． これが再び
C(u, t) = 0を導くので，〈γ′, x′〉p が 0でない定数の場合に帰着する．もし 〈γ′, x′〉p が 0でない定
数関数の場合， dds 〈γ′, x′〉p = 0より，
ϵ〈γ, x′′〉pγ = γ′′t+ x′′
となるので，直ちに (iv)の場合に帰着されるので，新しい結果は得られない．
以上 (i)-(vi)の場合分けに加え，定理 9と命題 10をまとめて，以下が証明される．
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定理 13. S をはめ込み f(s, t) = γ(s)t+ x(s)による Rnp 上の平面でない極小線織面とする．この
とき，S は等長変換と縮尺の違いを除いて以下の曲面のうち，いずれかの開部分集合である．
1. 極小柱面
f(s, t) = γ0t+ x(s), γ0 :光的ベクトル, x(s) :光的曲線で 〈γ0, x′(s)〉p ̸= 0を満たす.
2. 第一種楕円型ヘリコイド
f(s, t) = (cos se1 + sin se2)t+ se3, {e1, e2, e3} : O.N.S., |e1|2p = |e2|2p = ±1, |e3|2p = ±1.
3. 第二種楕円型ヘリコイド
f(s, t) = (cos se1 + sin se2)t+ se3, {e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = |e2|2p = ±1, |e3|2p = 0.
4. 第一種双曲型ヘリコイド
f(s, t) = (cosh se1 + sinh se2)t + se3, {e1, e2, e3} : O.N.S., |e1|2p = −|e2|2p = ±1, |e3|2p =
±1.
5. 第二種双曲型ヘリコイド
f(s, t) = (cosh se1 + sinh se2)t+ se3, {e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = −|e2|2p = ±1, |e3|2p = 0.
6. 放物型ヘリコイド
f(s, t) = (t+ s2)e1 +
(
s3
3
+ st− s
)
e2 +
(
s3
3
+ st+ s
)
e3, {e1, e2, e3} : O.N.S.,
|e1|2p = |e2|2p = −|e3|2p = ±1.
7. 極小双曲放物面
f(s, t) = ste1 + se2 + te3, {e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = 0, |e2|2p = ±1, |e3|2p = ±1.
注意 14. 定理 13 の曲面のうち 3, 5, 7 については n = 3 の場合において構成不可である．実際，
基底の中に光的ベクトルが含まれており，それに直交する線形独立なベクトルが 2つ以上取れない
ためである．しかし，n ≥ 4, p ≥ 1ならば構成できる． 例えば n = 4, p = 2では，
e1 =

1
0
0
0
 , e2 =

0
0
1
0
 , e3 =

0
1
0
1

といったベクトルを使えば，第二種双曲型ヘリコイドの例が構成できる．さらに，この定理の結果
より，通常のユークリッド空間 (Rn, 〈· , · 〉0)において，平面でない極小線織面は第一種楕円型ヘリ
コイドに限ることが分かる．
注意 15. それぞれの曲面の非退化性と型変化について調べよう．曲面が空間的，時間的であると
は，それぞれ誘導計量 g が正定値，指数 1 の不定値であることをいう．負定値になっている場合
は，誘導計量として g の (−1)倍である −g を考えることで，正定値にし，空間的であるとする．
極小性は，計量の定数倍で保たれていることに注意しておく．
1.極小柱面について: det g = −g212 = −(〈γ0，x′〉p)2 < 0であって曲面は時間的である．
2, 4.第一種楕円型または双曲型ヘリコイドについて: det g = (|e2|2pt2 + |e3|2p)|e1|2p より，
• |e1|2p = |e2|2p = |e3|2p のとき，
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曲面は楕円型ヘリコイドで空間的な曲面．
• |e1|2p = |e2|2p = −|e3|2p のとき，
曲面は楕円型ヘリコイドで t2 < 1ならば時間的，t2 > 1ならば空間的な曲面．
• |e1|2p = −|e2|2p = −|e3|2p のとき，
曲面は双曲型ヘリコイドで時間的な曲面．
• |e1|2p = −|e2|2p = |e3|2p のとき，
曲面は双曲型ヘリコイドで t2 < 1ならば空間的，t2 > 1ならば時間的な曲面．
3, 5. 第二種楕円型または双曲型ヘリコイドについて: det g = |e1|2p|e2|2pt2 より，
• |e1|2p = |e2|2p のとき，
曲面は楕円型ヘリコイドで t ̸= 0において空間的な曲面．
• |e1|2p = −|e2|2p のとき，
曲面は双曲型ヘリコイドで t ̸= 0において時間的な曲面．
7.放物型ヘリコイドについて: det g = −4|e1|2ptより，
• |e1|2p = 1のとき，
t > 0ならば時間的，t < 0ならば空間的な曲面．
• |e1|2p = −1のとき，
t > 0ならば空間的，t < 0ならば時間的な曲面．
8.極小双曲放物面について: det g = |e1|2p|e2|2p より，
|e1|2p = |e2|2p ならば空間的な曲面で，|e1|2p = −|e2|2p ならば時間的な曲面であることが従う．
定理 16. n次元ミンコフスキー空間 Rn1 内に第二種双曲型ヘリコイドは存在しない．また，ニュー
トラル計量を持つ 4次元ユークリッド空間 R42 内に第二種双曲型ヘリコイドは存在するが，第二種
楕円型ヘリコイドは存在しない．
Proof. Rnp 内の向きを保存する等長変換群は擬直交群 O(p, n − p) の部分群である擬回転群
SO(p, n − p)と一致する． 特に Rnp の O.N.B.全体の集合に推移的に作用することが知られてい
る．(例えば，[15]を参照せよ)
以下，命題を背理法にて証明する．すなわち，Rn1 内に第二種双曲型ヘリコイドが存在する
としよう．{e1, e2, e3} を第二種双曲型ヘリコイドを与える Rn1 上の O.S. とする． SO(p, n −
p) の推移性より，e1 = (1, 0, · · · , 0) として良い． {e1, e2, e3} は互いに直交するため，e2 =
(0, a2, · · · , an), e3 = (0, b2, · · · , bn)と表せる． |e3|21 = 0なので，b22 + · · · + b2n = 0を満たすの
で e3 = 0となるが，e3 が光的ベクトルであることに矛盾する．後半について，R42 内の第二種双
曲型ヘリコイドの存在性は注意 14より分かる． 同様に，第二種楕円型ヘリコイドの非存在性を背
理法で示そう． すなわち，{e1, e2, e3}を第二種楕円型ヘリコイドを与える R42 上の O.S.とする．
e1 = (1, 0, 0, 0)として良い． このとき e2 = (0, a, b, c), e3 = (0, x, y, z)と表せる． O.S.である
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ことから得られる等式は， 
−a2 + b2 + c2 = −1, (22)
−x2 + y2 + z2 = 0, (23)
−ax+ by + cz = 0 (24)
である． 式 (23)より x ̸= 0が分かるので，式 (24)より a = by + cz
x
となる． これを式 (22)に
代入して整理すると，
−
(
by + cz
x
)2
+ b2 + c2 =
x2 − y2
x2
b2 − 2yz
x2
bc+
x2 − z2
x2
c2 =
z2
x2
b2 − 2yz
x2
bc+
y2
x2
c2
=
b2z2 − 2bczy + c2y2
x2
=
(
bz − cy
x
)2
= −1
である． これは矛盾である． 2
注意 17. 定理 13で与えた曲面の存在性について，以下の表にまとめることができる．
1 2 3 4 5 6 7
Rn0 (n ≥ 3) × ○ × × × × ×
R31 ○ ○ × ○ × ○ ×
R41 ○ ○ ○ ○ × ○ ○
R42 ○ ○ × ○ ○ ○ ○
Rn1 (n ≥ 5) ○ ○ ○ ○ × ○ ○
Rnp (n ≥ 5, 2 ≤ p ≤ q) ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
ここで，表中の番号は定理 13で与えた番号と対応している．
注意 18. 次の 3曲面
• 第二種楕円型ヘリコイド
f(s, t) = (cos se1 + sin se2)t+ se3,
ここで，{e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = |e2|2p = ±1, |e3|2p = 0．
• 第二種双曲型ヘリコイド
f(s, t) = (cosh se1 + sinh se2)t+ se3,
ここで，{e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = −|e2|2p = ±1, |e3|2p = 0．
• 極小双曲放物面
f(s, t) = ste1 + te2 + se3,
ここで，{e1, e2, e3} : O.S., |e1|2p = 0, |e2|2p = ±1, |e3|2p = ±1．
は，Rnp の誘導計量が退化する部分空間 spanR{e1, e2, e3}内の曲面になっている．退化するものま
で許した計量を持つ多様体を特異擬リーマン多様体という ([17])．一般相対論の観点からは，この
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ような対象は研究されるべきであるが，研究はまだ少ないように思われる．また，次の事実が知ら
れている．
(i) 平面全体で定義されたグラフ曲面 (大域的グラフ)で極小なものは平面に限る ([5])．
(ii) 3次元時空内の空間的極大な大域的グラフは平面に限る (上の系)．
(iii) 3 次元時空内の時間的極小または CMC-0 曲面で大域的グラフは非自明なものが存在する
([8], [12])．
古典的にはベルンシュタイン問題として知られているが，今もなお一般化された形での研究が続
いており，上記の事実はある一連の流れである．さて，ここで |e2|2p = |e3|2p = ±1で与えられる極
小双曲放物面は空間的平均曲率零曲面であり，非自明な大域的グラフの例を与えている．これまで
の事実 (i)，(ii)に反する例である．この結果は本田淳史 ·泉屋周一の両氏によって別の観点からよ
り一般の形で得られている ([10])．
4 特異擬ユークリッド空間内の d-極小曲面
この節では，外空間として符号 (0, 2, 1) の 3 次元特異擬ユークリッド空間のみ考え，R0,2,1 :=
(R3, (·, ·) = dx2 + dy2)とする．R0,2,1 内の曲面について調べる．
4.1 準備
f :M2 → R0,2,1 を C∞ 級はめ込みとし，f による誘導計量を g で表し，以下では正定値対称双
線形形式であると仮定する．また，このようなはめ込み f を非退化はめ込み，または非退化曲面と
呼ぶことにする．このとき，各点 x ∈M に対し，法ベクトル空間 T⊥x M が
T⊥x M := {x ∈ R3 | (dfx(v),x) = 0 , ∀v ∈ TxM} = spanR{(0, 0, 1)}
によって定まり，M 上の階数 1のベクトル束 T⊥M = ⋃x∈M T⊥x M が得られる．これにより，各
点 x ∈M に対して，
Tf(x)R3 = TxM ⊥ T⊥x M
という直交直和分解を得る．特に，ベクトル束の分解として，次が分かる．
f∗TR3 = TM ⊥ T⊥M．
命題 19. 次が成立する．
T⊥M ∼=M × R (ベクトル束として同型).
Proof. 至る所 0にならない大域的な切断 ξ ∈ Γ(T⊥M)として，ξ = (0, 0, 1)が取れる．後は，次
の命題 20から主張が従う． 2
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命題 20. M を m次元多様体とする．階数 k ≥ 1のベクトル束 pi : E → M が自明束と同型であ
るための必要十分条件は，次が成立することである．
∃s1, · · · , sk ∈ Γ(E) s.t. ∀x ∈M, s1(x), · · · , sk(x)は 1次独立である.
Proof. 証明の概略を述べる．必要条件であることは，ベクトル束の同型写像 Φ :M × Rk → E と
Rk の標準基底 e1, · · · , ek を用いて，各点 x ∈M に対し，
si(x) := Φ(x, ei)
と定めれば，各 si (i ∈ 1, · · · , k)は E の大域的な切断を与える．十分条件であることは，存在す
る s1, · · · , sk に対し，写像
Ψ :M × Rk ∋ (x, v1, · · · , vk) 7→
k∑
i=1
visi(x) ∈ E
を定めると，定義から滑らかな全単射写像を与え，逆写像が滑らかであることは局所議論より，局
所自明化を用いれば，si の可微分性より従う．特に，Ψはベクトル束の間の同型写像となる． 2
注意 21. 符号 (p, q, r) (p + q + r = 3, r ≥ 1, p ≤ q)の 3次元特異擬ユークリッド空間に対し，
非退化曲面が定義できるのは，r = 1のとき，すなわち，
(p, q, r) = (0, 2, 1), (1, 1, 1)
のときに限る．r ≥ 2では，曲面は必ず退化する．
さらに，記号の注意として，ベクトル v = (v1, v2, v3) ∈ R0,2,1 に対し，
|v| :=
√
v21 + v
2
2
と定める．
次に，アファイン微分幾何の用語を復習する ([14])．
(Rn+1, d)を標準接続 dを持った (n+ 1)次元ユークリッド空間とする．Mn を n次元多様体と
し，C∞ 級はめ込み f :M → Rn+1 がアファインはめ込みであるとは，各点 x ∈M に対し，xの
ある近傍 U と U に沿う Rn+1 上のベクトル場 ξ が存在して，
Tf(x)Rn+1 = f∗(TxM)⊕ Rξx (∀x ∈ U)
を満たすことをいう．特に，ξ がM 上大域的に存在するとき，M 上の横断的ベクトル場という．
このとき，M 上に捩れのない接続∇が誘導されて，任意の X,Y ∈ Γ(TM)に対し，
dXY = ∇XY + h(X,Y )ξ
が成立する．ここで，hはM 上の (0, 2)型対称テンソル場となり，hを (ξ に関する)アファイン
基本形式という．アファイン微分幾何では，この h が非退化形式であることを仮定することが多
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い．さらに，f : M → Rn+1 をアファインはめ込み，ξ をその横断的ベクトル場とする．ξ が等
積であるとは，
∀X ∈ Γ(TM), dXξ ∈ Γ(TM)
が成立することをいい，このとき，f を等積アファインはめ込みという．
例.
(1) 向きづけられた (擬)リーマン超曲面 f :Mn → Rn+1p は，(大域的)単位法ベクトル場 N を
横断的ベクトル場としたアファインはめ込みである．
(2) f : M2 → R3 \ {0}は中心アファイン曲面であるとは，f がアファインはめ込みであって，
位置ベクトル f がM 上の横断的ベクトル場となることである．
このアファイン微分幾何の観点から次が成立する．
命題 22. 非退化はめ込み f : M2 → R0,2,1 は，M 上の横断的ベクトル場を ξ = (0, 0, 1)として，
等積アファインはめ込みである．
Proof. 直交直和分解 f∗TR3 = TM ⊥ T⊥M と，任意のX ∈ Γ(TM)に対し，dXξ = 0より従う．
2
以下，ξ = (0, 0, 1)とし，さらに，R0,2,1 では，常に接続として標準的平坦接続 dを考えるものと
する．すなわち，X,Y ∈ Γ(TR0,2,1)に対し，Y をベクトル値関数 Y = (Y1, Y2, Y3)と同一視し，
dXY := dX(Y ) = (X(Y1), X(Y2), X(Y3))
である．このとき，dは計量 (· , · )を保つ捩れのない接続である．すなわち，レビ ·チビタ接続の
役割を果たす．
R0,2,1 と標準的平坦接続 dに関して，変換群を以下で定める．まず，dに関するアファイン変換
群は，
Aff(R3，d) = GL(3;R)⋉R3
であり，R0,2,1 の等長アファイン変換群を Aut(R0,2,1, d)で表すことにすると，次で与えられる．
Aut(R0,2,1, d) = O(0, 2, 1)⋉R3.
ここで，
O(0, 2, 1) :=

 M 00
a b c

∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R, c ̸= 0, M ∈ O(2)

である．特に，Aut(R0,2,1, d)は 7次元リー群である．
分解 f∗TR3 = TM⊥T⊥M により，X,Y ∈ Γ(TM)，αξ ∈ Γ(T⊥M) (α ∈ C∞(M))に対し，
dXY = ∇XY + h(X,Y )ξ，
dX(αξ) = X(α)ξ
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を得る．このとき，∇はM 上の誘導計量 g に関するレビ ·チビタ接続となる．さらに，ここで得
られたアファイン基本形式 hを非退化はめ込み f の第二基本形式と呼ぶ．
任意の X,Y, Z ∈ Γ(TM)に対し，dは平坦接続であることより，
0 = dR(X,Y )Z = ∇R(X,Y )Z + {(∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z)}ξ
となる．ここで，(∇Xh)(Y, Z) := X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)である．従って，
∇R ≡ 0, (25)
(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z) (26)
を得る．式 (25)より，非退化曲面はすべて平坦であることを意味し，式 (26)を非退化曲面のガウ
ス・コダッチの方程式と呼ぶ．
特異擬ユークリッド空間 R0,2,1 で，f : M → R0,2,1 を非退化はめ込みとする．このとき，f の
像は局所的にグラフ曲面 {(u, v, F (u, v)) ∈ R0,2,1 | (u, v) ∈ U} の形で表される．ここで，F は，
ある開集合 U ⊂ R2 上の滑らかな関数とする．
実際，各点 x ∈M に対し，xのまわりの座標近傍 {U ; (u, v)}を xの座標が x = (0, 0)となるよ
うに一つ取る．このとき，f の局所表示
f(u, v) = (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)) ∈ R0,2,1
を得る．ここで，それぞれ fi (i = 1, 2, 3)は，U 上の滑らかな関数である．このとき，点 x ∈ U
におけるヤコビ行列 (Jf)x は，
(Jf)x =
(
(f1)u(0, 0) (f2)u(0, 0) (f3)u(0, 0)
(f1)v(0, 0) (f2)v(0, 0) (f3)v(0, 0)
)
となる．ここで，誘導計量 g の非退化性より，行列(
(f1)u(0, 0) (f2)u(0, 0)
(f1)v(0, 0) (f2)v(0, 0)
)
は正則である．従って，陰関数定理により，f は点 xのまわりで，R2 上の十分小さい近傍上のグ
ラフ曲面として，表示することができる．
次に，非退化曲面のいくつかのクラスを定義する．
(i) d-全測地的曲面 :⇔ 第二基本形式 h ≡ 0
(ii) d-全臍的曲面 :⇔ ∃λ ∈ R s.t. h = λg (λ = 0のときは，(i)と同値)
(iii) d-極小曲面 :⇔ H := 12 trgh = 12gijhij = 0
ここで，gij は計量 gij による対称行列の逆行列の成分を表し，hij は第二基本形式の係数であり，
Hを非退化曲面の平均曲率と呼ぶ．
命題 23. f : M2 → R0,2,1 を連結な d-全測地的でない d-全臍的曲面とする．このとき，0でない
定数 λが存在して，h = λg であり，f の像は，回転放物面{(
u, v,
λ
2
(u2 + v2) +Au+Bv + C
)
∈ R3
∣∣∣∣ (u, v) ∈ R2}
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の開部分集合である．ここで，A,B,C ∈ R は定数である．特に，アファイン等長変換を差を除
けば， {
(u, v, u2 + v2) ∈ R3 ∣∣ (u, v) ∈ R2}
の開部分集合である．
Proof. f による誘導計量を g，第二基本形式を h とすると，仮定より定数 λ ∈ R が存在して，
h = λg を満たす．ここで，λ = 0 のときは，f は d-全測地的となるので，非退化な平面に限る．
よって，仮定より λ ̸= 0 である．f は非退化はめ込みなので，M 上の各点に対して，座標近傍
{U ; (u, v)}が存在して，
f(u, v) = (u, v, ϕ(u, v)) ∈ R0,2,1
と書ける．ここで，ϕは U 上の C∞ 級関数である．このとき，
h11 = ϕuu, h12 = ϕuv, h22 = ϕvv
が分かる．従って，
ϕuu = λg11 = λ, ϕuv = λg12 = 0, ϕvv = λg22 = λ
を満たすので，ある定数 A,B,C ∈ Rが存在して，
ϕ(u, v) =
λ
2
(u2 + v2) +Au+Bv + C
となる．後は，これらを貼り合わせてM 全体に拡張することで，結論を得る． 2
ここで，形式的ガウス曲率 Kを次で定める．
K := deth
det g
∈ C∞(M).
これは，外空間 R3 から見た非退化曲面の形状を反映している．但し，誘導計量に関する 2 次元
リーマン多様体の断面曲率としてのガウス曲率は，恒等的に 0であったことに注意する．
命題 24. f : M2 → R0,2,1 を非退化はめ込みとする．K をその形式的ガウス曲率とする．このと
き，通常のユークリッド空間 R3 内の曲面論の意味で，各点 x ∈M に対し，
K(x) > 0⇐⇒ pは楕円点
K(x) < 0⇐⇒ pは双曲点
K(x) = 0⇐⇒ pは放物点
が成立する．しかし，f をユークリッド空間 R3 へのはめ込みと考えて，得られる曲面の通常の意
味でのガウス曲率K と形式的ガウス曲率 Kは，一般には一致しない．
Proof. f は非退化はめ込みなので，M 上の各点に対して，座標近傍 {U ; (u, v)}が存在して，
f(u, v) = (u, v, ϕ(u, v)) ∈ R0,2,1
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と書ける．ここで，ϕは U 上の C∞ 級関数である．このとき，f : M → R3 を通常の 3次元ユー
クリッド空間の曲面と見ると，内在的な意味でのガウス曲率K は，U 上で
K =
ϕuuϕvv − ϕ2uv
(1 + ϕ2u + ϕ
2
v)
2
と表されるが，形式的ガウス曲率 Kは，U 上で
K = ϕuuϕvv − ϕ2uv
となる．従って，一般にK と Kは一致しないが，符号は一致する． 2
注意 25. いくつかの曲面の形式的ガウス曲率の符号を考える．まず，d-全測地的曲面について定
義より，h = 0であるので，
K = deth
det g
≡ 0
である．次に，d-全臍的曲面について，定義より，ある定数 λ ∈ Rが存在して，h = λg となる．
λ ̸= 0としよう．このとき，
K = deth
det g
=
λ2 det g
det g
= λ2 > 0
となる．すなわち，すべての点は楕円点であり，お椀のような形状をしている．最後に，d-極小曲
面について，等温座標系を用いて考える．すなわち，誘導計量の係数が
g11 = g22 > 0, g12 = 0
となる座標系を選ぶ．このとき，平均曲率が 0なので，
2H = trgh = g22h11 + g11h22
g11g22
=
h11 + h22
g11
≡ 0
である．このとき，h22 = −h11 であることを用いて，
K = deth
det g
=
h11h22 − h212
g11g22
= −h
2
11 + h
2
12
g211
≤ 0
となる．すなわち，ジェネリックには双曲点であり，馬の鞍のような形状をしている．
ここで，R0,2,1 内の曲線について，いくつか簡単な考察を与える．
連結な開区間 I ⊂ R に対し，C∞ 級写像 c : I → R0,2,1 のことを R0,2,1 内の曲線という．さ
らに，
∀t ∈ I, c′(t) ̸= 0
が成立するとき，曲線 cは，正則であるという．次に，pi を xy-平面への射影とする．すなわち，
pi : R0,2,1 ∋ (x, y, z) 7→ (x, y) ∈ R2
である．また，曲線 c = c(s)のパラメータ sが弧長パラメータであるとは，等式
|c′(s)| ≡ 1
を満たすことである．このとき，次が成立する．
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命題 26. R0,2,1 内の正則曲線 c = c(t) (t ∈ I)に対し，次は同値である．
(i) 曲線 c = c(t)は弧長パラメータを持つ．
(ii) 任意の t ∈ I に対し，|c′(t)| > 0を満たす．
(iii) pi ◦ cは R2 内の平面曲線として，正則である．
Proof. (i)と (ii)が同値であることは，区間 I の点 a ∈ I を一つ固定し，
s(t) :=
∫ t
a
|c′(u)|du
を定めれば，
ds(t)
dt
= |c′(t)|
であるから，s : I → J := s(I)の逆関数 t = t(s)が存在することと，(ii)は同値である．このと
き，曲線のパラメータを取り換えて，
c(s) := c(t(s)) (s ∈ J)
と表示したとき，sは曲線 cの弧長パラメータとなる．
次に，(ii)と (iii)が同値であることを示す．曲線 cを
c(t) = (c1(t), c2(t), c3(t))
と表すと，
c′(t) = (c′1(t), c
′
2(t), c
′
3(t))
となる．一方で，
(pi ◦ c)(t) = (c1(t), c2(t))
より，
(pi ◦ c)′(t) = (c′1(t), c′2(t))
である．このとき，
|c′(t)|2 = {c′1(t)}2 + {c′2(t)}2 = |(pi ◦ c)′(t)|R2
であることから，結論が従う． 2
R0,2,1 内の正則曲線 c = c(t) (t ∈ I)が光的であるとは，
|c′(t)| ≡ 0
を満たすことである．次が成立する．
命題 27. R0,2,1 内の正則曲線 c : I → R0,2,1 が光的であるための必要十分条件は，z 軸と平行な空
間直線になることである．
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Proof. 十分条件であることは明らかなので，必要条件であることを示す．正則曲線
c : I ∋ t 7→ (c1(t), c2(t), c3(t)) ∈ R0,2,1
が光的であると仮定すると，定義より，任意の t ∈ I に対し，
|c′(t)|2 = {c′1(t)}2 + {c′2(t)}2 = 0
となる．従って，任意の t ∈ I に対し，
c′1(t) = 0, c
′
2(t) = 0
であるので，ある実定数 λ1, λ2 ∈ Rが存在して，
c1(t) ≡ λ1, c2(t) ≡ λ2
が成立する．よって，cの正則性から，任意の t ∈ I に対し，
c′3(t) ̸= 0
となるので，cの像
{(λ1, λ2, c3(t)) ∈ R0,2,1 | t ∈ I}
は，点 (λ1, λ2, 0)を通る z 軸に平行な直線の一部分である． 2
命題 28. R0,2,1 内の連結な曲面について，次が成立する．
(0) R0,2,1 内の d-全測地的曲面は，非退化平面に限る．
(1) R0,2,1 内のグラフ曲面
{(u, v, f(u, v)) ∈ R0,2,1 | (s, t) ∈ U ⊂ R2}
が d-極小であるための必要十分条件は，f は U 上の調和関数となることである．
(2) R0,2,1 内の d-極小線織面で平面でないものは，アファイン等長変換の差を除いて，局所的に
(a) 第二種楕円型ヘリコイド : f(u, v) = (v cosu, v sinu, u) (頁 32の図 1参照)
(b) 極小双曲放物面 : f(u, v) = (u, v, uv) (頁 32の図 2参照)
である．
(3) R0,2,1 内の d-極小回転面で平面でないものは，アファイン等長変換の差を除いて，局所的に
f(u, v) = (eu cos v, eu sin v, u)
である (頁 32の図 3参照)．ここで，回転面は xy-平面に作用する回転群 SO(2)-不変曲面の
意味で用いている．
Proof. まず一般に次が分かる．各点のまわりの座標近傍で，ある近傍 U ⊂ R2 上の関数 f のグラ
フ曲面
{(u, v, f(u, v)) | (u, v) ∈ U}
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と表せるように取ると，誘導計量の係数は，
g11 = g22 = 1, g12 = 0
となり，第二基本形式の係数は，
h11 = fuu, h12 = fuv, h22 = fvv
となる．(0)においては，各 i, j に対し，hij = 0であるので，
fuu = fuv = fvv = 0
となる．これを解くと，定数 A,B,C ∈ Rが存在して，
f(u, v) = Au+Bv + C
となり，平面を表す．特に，M 全体に拡張して，結論を得る．
(1)においては，平均曲率を求めると，
2H = gijhij = h11 + h22 = fuu + fvv
となることから，結論を得る．
(2)においては，第 3節で述べた極小線織面の分類法がそのまま適用できる．
さて，非退化はめ込みの誘導計量は必ず正定値なので，柱形なものは平面以外は存在しないの
で，非柱形の場合のみ調べればよい．曲線 γ(s), x(s)をそれぞれ線織面の方向曲線，基部曲線とす
る．非柱形の場合を考えるため，方向曲線 γ は正則であり，命題 26より，|γ′| ̸= 0であれば，弧
長パラメータを取ることができる．このとき，ジェネリックには，η := |γ′| = (γ′, γ′) ≡ 1または
0とできる．
η ≡ 1のとき，方向曲線 γ(s) = cos se1+sin se2となる．ここで，e1, e2 ∈ R0,2,1は，|e1| = |e2| =
1, (e1, e2) = 0を満たす．従って，e1, e2 は接ベクトルとなることが分かる．(γ′(s), x′(s)) ≡ 0を
仮定すると，(x′(s), x′(s)) ≡ 0 が成立する．よって，表 10 において，(i) の場合は存在しない．
(iii)は (ii)の場合に帰着されるので，(ii)の場合のみ考えれば良い．(ii)のときは，アファイン等
長変換によって，
f(s, t) = (t cos s, t sin s, s)
となる．
次に，η ≡ 0 のとき，γ′ は法ベクトルを与えているので，(γ′(s), x′(s)) ≡ 0 が成立する．よっ
て，(v)の場合のみ考えれば良い．このとき，アファイン等長変換によって，
f(s, t) = (s, t, st)
となる．これにより，結論を得る．
(3)においては，まず SO(2)-不変の意味を説明する．
SO(2) =
{(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
∈M2(R)
∣∣∣∣ θ ∈ R}
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であるが，SO(2)を Aut(R0,2,1, d)の部分群として，次のように実現する．
H :=

 cos θ − sin θ 0sin θ cos θ 0
0 0 1
 ∈ Aut(R0,2,1, d)
∣∣∣∣∣∣ θ ∈ R
 .
このとき，H はリー群として SO(2)に同型である．以下，誤解のない限り，H を単に SO(2)と
表す．曲面が SO(2)-不変であるとは，この群作用で不変であることを意味する．そのような曲面
は，以下のように局所的にパラメトライズされる．
f(u, v) = (x(u) cos v, x(u) sin v, y(u)) ∈ R0,2,1.
ここで，x, y は一変数関数で，x > 0, (x′)2 + (y′)2 = 1を満たす．このとき，
fu = (x
′ cos v, x′ sin v, y′), fv = (−x sin v, x cos v, 0)
より，誘導計量の係数は，
g11 = (x
′)2, g12 = 0, g22 = x2
となり，非退化性より，x′ ̸= 0を満たす．さらに，
fuu = (x
′′ cos v, x′′ sin v, y′′) =
x′′
x′
fu +
(
−x
′′
x′
y′ + y′′
)
ξ,
fuv = (−x′ sin v, x′ cos v, 0) = x
′
x
fv,
fvv = (−x cos v,−x sin v, 0) = − x
x′
fu +
x
x′
y′ξ
より，第二基本形式の係数は，
h11 = −x
′′
x′
y′ + y′′, h12 = 0, h22 =
x
x′
y′
となる．これより，SO(2)-不変 d-極小曲面の平均曲率は，
2H = gijhij = 1
(x′)3
(−x′′y′ + x′y′′) + y
′
xx′
≡ 0 (27)
となる．さて，x′ ̸= 0であることから座標変換により，y を xの関数として表すと，極小であるた
めの方程式 (27)は，次の方程式と等価である．
d2y
dx2
= − 1
x
dy
dx
これを解くと，
y(x) = C1 log x+ C2 (C1, C2 ∈ R)
となり，再び x(w) = ew とパラメータを取り換えて, y(w) = C1w + C2 を得る．特に C1 = 0の
とき，平面を表すので，平面でないものは，アファイン等長変換により，
f(u, v) = (eu cos v, eu sin v, u)
となる．以上で，主張のすべてが示された． 2
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図 1: 第二種楕円型ヘリコイド.
図 2: 極小双曲放物面.
図 3: d-極小回転面.
注意 29. ここで，非退化曲面は，局所的にグラフ曲面として表せることを述べたが，命題 28(2)の
(a)は大域的にグラフ曲面として表せない例である．
ここで，R0,2,1 上の線形接続として，標準的平坦接続 dを考えていた．この接続 dは，退化計量
(·, ·)を保存する捩じれのない線形接続で，レビ ·チビタ接続と同様の役割を果たすが，計量が退化
しているため，このような性質を持つ線形接続は一意的ではない．例えば，実パラメータ λ ∈ R
に対し，対称テンソル場 Lλ ∈ Γ(S2T ∗R0,2,1) を，X，Y ∈ Γ(TR0,2,1) を通常のベクトル値関数
X = (X1, X2, X3), Y = (Y1, Y2, Y3)と見なし，
Lλ(X,Y ) := λ
∑
i,j
XiYj
で定める．このとき，dλ := d + Lλξ とすると，dλ は R0,2,1 上の平坦な線形接続で，レビ ·チビ
タ接続と同じ性質を持つ．dの場合と同様にして，定義される dλ-全測地的グラフ曲面を考えると，
非自明な例が現れる (頁 33の図 4，図 5参照)．
実際，非退化はめ込み f : U ⊂ R2 → R0,2,1 を
f(u, v) = (u, v, F (u, v)) ∈ R0,2,1
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で定める．ここで，F は U 上の関数である．このとき，
fu = (1, 0, Fu), fv = (0, 1, Fv)
であり，各 fu, fv の接続 dλ による共変微分を考えると，
dλ∂
∂u
fu = d ∂
∂u
fu + L(fu, fu)ξ = fuu + λ(1 + Fu)
2ξ = {Fuu + λ(1 + Fu)2}ξ,
dλ∂
∂v
fu = d ∂
∂v
fu + L(fu, fv)ξ = fuv + λ(1 + Fu)(1 + Fv)ξ = {Fuv + λ(1 + Fu)(1 + Fv)}ξ,
dλ∂
∂v
fv = d ∂
∂v
fv + L(fv, fv)ξ = fvv + λ(1 + Fv)
2ξ = {Fvv + λ(1 + Fv)2}ξ
となって，このときの第二基本形式 hλ の係数は，
hλ11 = Fuu + λ(1 + Fu)
2, hλ12 = Fuv + λ(1 + Fu)(1 + Fv), h
λ
22 = Fvv + λ(1 + Fv)
2
となる．平面以外に hλ ≡ 0を満たすものとして，例えば，
F (u, v) =
1
λ
log |λu+ 1| − u− v
が存在する．ここで，u < − 1λ , u > − 1λ である．
ちなみに，任意の非退化平面が dλ-全測地的であるとき，dλ = dが成立する．すなわち，λ = 0
である．
図 4: dλ-全測地的で平面の例. 図 5: dλ-全測地的で非平面の例.
4.2 d-極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式
非退化はめ込み f : M → R0,2,1 のラプラシアン ∆gf を，f = (f1, f2, f3)としたとき，各座標
関数のラプラシアンで定める．すなわち，
∆gf := (∆gf1,∆gf2,∆gf3)
である．
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命題 30. R0,2,1 内の非退化曲面を与えるはめ込み f の d に関する平均曲率を H とすると，
2Hξ ∈ Γ(T⊥M)は，誘導計量 g に関する f のラプラシアン ∆gf に一致する．特に，f が d-極小
であるための必要十分条件は，f の各成分関数が，g に関してすべて調和関数になることである．
Proof. f は非退化はめ込みであることから，適当なM の座標近傍 U が存在して，f の局所表示
は，U 上の関数 F が存在して，
f(u, v) = (u, v, F (u, v)) ∈ R0,2,1
となる．この座標近傍を用いると，
{
∂
∂u
,
∂
∂v
}
は U 上の正規直交枠場であるので，
∆gf = (0, 0, Fuu + Fvv)
となる．一方，同じ座標近傍上で平均曲率を求めると，gij = δij に注意して，
2H = gijhij = h11 + h22 = Fuu + Fvv
を得る．従って，
2Hξ = (0, 0, Fuu + Fvv) = ∆gf
となって，結論を得る． 2
ここで，いくつか簡単な補題を用意しておく．
補題 31. 実数値関数 f(u, v)に関し，複素変数 w = u+ iv の複素数値関数 F (w)を
F (w) :=
∂f
∂u
(u, v)− i∂f
∂v
(u, v)
によって定める．このとき，F が正則関数であるための必要十分条件は，f(u, v)が調和関数にな
ることである．ここで，iは虚数単位を表す．
Proof. コーシー・リーマンの関係式から容易に従う． 2
補題 32. R0,2,1 内において，パラメータ表示として
f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ R0,2,1
によって与えられた曲面に対し，複素変数 w = u+ iv の複素数値関数 ϕ,ψ を
ϕ(w) :=
∂x
∂u
(u, v)− i∂x
∂v
(u, v), ψ(w) :=
∂y
∂u
(u, v)− i∂y
∂v
(u, v)
によって定める．このとき，座標 (u, v)が等温座標系となるための必要十分条件は，ϕ2 + ψ2 ≡ 0
を満たすことである．
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Proof. 直接計算により，
ϕ2 + ψ2 = (xu − ixv)2 + (yu − iyv)2 = (x2u + y2u − x2v − y2v)− 2i(xuxv + yuyv)
= |fu|2 − |fv|2 − 2i(fu, fv)
となることから主張が従う． 2
定理 33. R0,2,1 において，U を uv-平面の開集合とする．U 上で定義されたはめ込み f(u, v) =
(x(u, v), y(u, v), z(u, v))によってパラメータ表示した曲面について，(u, v)が等温座標系であり，
さらに d-極小であると仮定する．このとき，
ϕ1(w) =
∂x
∂s
− i∂x
∂t
, ϕ2(w) =
∂y
∂s
− i∂y
∂t
, ϕ3(w) =
∂z
∂s
− i∂z
∂t
(28)
によって定めた複素変数 w = u+ iv の複素数値関数 ϕ1, ϕ2, ϕ3 は正則関数になり，次を満たす．
|ϕ1|2 + |ϕ2|2 > 0, ϕ21 + ϕ22 = 0． (29)
さらに，
(fu, fu) = (fv，fv) =
1
2
(|ϕ1|2 + |ϕ2|2)
が成立する．逆に，U を C上の単連結領域とし，U 上の正則関数 ϕ1(w), ϕ2(w), ϕ3(w)が式 (29)
を満たすとする．このとき，w = u+ iv ∈ U とすると，式 (28)を満たす d-極小曲面が存在し，そ
のパラメータ表示 f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))において，(u, v)は等温座標系である．
Proof. d-極小であることから，命題 30より，各成分関数は調和である．よって，補題 31より，各
ϕi は正則関数である．また，(u, v)は等温座標系であるため，補題 32より，ϕ21 + ϕ22 ≡ 0も成立
する．次に，
|ϕ1|2 + |ϕ2|2 = x2u + y2u + x2v + y2v = |fu|2 + |fv|2 = 2|fu|2 = 2|fv|2 > 0
であることより，前半の主張が成立することが分かる．後半について，単連結領域 U 上の正則関
数 ϕ1, ϕ2, ϕ3 が式 (29)を満たすとする．w0 ∈ U を一つ選び固定する．
x(u, v) := Re
∫ w
w0
ϕ1(w)dw (w = u+ iv ∈ U)
により，実数値関数 x = x(u, v)を定める．これは，U が単連結であることより，線積分の経路の
取り方に依らないために定義できる．この両式に微分作用素
∂
∂u
− i ∂
∂v
= 2
∂
∂w
を作用させると，
∂x
∂u
− i∂x
∂v
= 2
∂
∂w
Re
∫ w
w0
ϕ1(w)dw = ϕ1(w)
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となる．同様にして，y = y(u, v)，z = z(u, v)を定めると，
∂y
∂u
− i∂y
∂v
= ϕ2(w),
∂z
∂u
− i∂z
∂v
= ϕ3(w)
となる．再び補題 31より，x(u, v), y(u, v), z(u, v)はそれぞれ U 上の調和関数である．次に，写
像 f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))が曲面を定めることを示す．そのために，ヤコビ行列(
xu yu zu
xv yv zv
)
がすべての点 w ∈ U で，階数が 2であることを示せば良い．背理法で示そう．すなわち，ある点
w′ ∈ U で，ヤコビ行列の階数が 1以下であると仮定する．
0 < |ϕ1|2 + |ϕ2|2 = (xu)2 + (xv)2 + (yu)2 + (yv)2
であることより，点 w′ において，列ベクトル(
xu
xv
)
,
(
yu
yv
)
のどちらか一方は零ベクトルでない．そこで，前者が零ベクトルでないとしよう．背理法の仮定に
より，
∃λ ∈ R s.t.
(
yu
yv
)
= λ
(
xu
xv
)
となるので，ϕ2 = λϕ1 が成立するので，点 w′ において，
{ϕ1(w′)}2 + {ϕ2(w′)}2 = (1 + λ2){ϕ1(w′)}2 ̸= 0
となって，式 (29)に矛盾する．よって，f はC∞級はめ込みとなり，f(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
は R0,2,1 内の曲面を定め，式 (29)の条件から，(u, v) ∈ U は，等温座標系であり，f は式 (28)を
満たす d-極小曲面を与える． 2
定理 34 (d-極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式). U ⊂ Cを単連結領域とし，F，Gを U 上
の正則関数で，F は U 上で零点を持たないとする．このとき，写像
f(u, v) = Re
∫
w
(F,−iF,G)dw (w := u+ iv ∈ U)
は，R0,2,1 内の d-極小曲面を与え，(u, v) ∈ U は等温座標系になる．さらに，次の関係が成立する．
(fu, fu) = (fv, fv) = |F |2.
逆に，R0,2,1 内の d-極小曲面は，局所的に上のような表示を持つ．
Proof. 前半の主張は，ϕ1 := F,ϕ2 := −iF, ϕ3 := Gとおけば，定理 33より直ちに従う．後半の
主張は，d-極小曲面が与えられたとき，局所的には単連結領域上で考えることができるので，再び
定理 33より，
f(u, v) = Re
∫
(ϕ1, ϕ2, ϕ3)dw
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によってパラメータ表示される．ここで，
|ϕ1|2 + |ϕ2|2 > 0, ϕ21 + ϕ22 = 0
を満たすことから，F := ϕ1, G := ϕ3 とおけば，求めるべき表示が得られる． 2
ここで，Gの零点が d-極小曲面の特異点に対応し，例えば，交叉帽子となる．交叉帽子以外の特
異点も現れることにも注意する．次節にて，詳細を述べる．
最後に，d-極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式
f(u, v) = Re
∫
w
(F,−iF,G)dw (w := u+ iv ∈ U)
に対し，F は誘導計量を表していた．すなわち，(fu, fu) = (fv, fv) = |F |2 が成立する．ここで，
Gは第二基本形式 hの非退化性に関与していることが次の命題より分かる．
命題 35. 上記の設定の下，λ := ∂
∂u
log |F |，µ := ∂
∂v
log |F |と置くと，
deth = −
∣∣∣∣∂G∂w
∣∣∣∣2 − (λ2 + µ2)|G|2 + (λ ∂∂u + µ ∂∂v
)
|G|2
が成立する．
Proof. まず式
f(u, v) = Re
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw
に対し，両辺に微分作用素
2
∂
∂w
=
∂
∂u
− i ∂
∂v
を作用させると，
fu(u, v)− ifv(u, v) = ∂
∂w
(∫ w
w0
(F,−iF,G)dw +
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw
)
= (F,−iF,G)
となる．よって，
fu(u, v) = Re(F,−iF,G), fv(u, v) = −Im(F,−iF,G)
を得る．特に，直接計算によって，
fu(u, v) = (ReF, ImF,ReG), fv(u, v) = (−ImF,ReF,−ImG)
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と表せる．これらを用いて，第二基本形式 hの係数 hij を求める．まず，(u, v)が等温座標系であ
ることと f は調和写像であることに注意すれば，
fuu = ((ReF )u, (ImF )u, (ReG)u) =
(fuu, fu)
|F |2 fu +
(fuu, fv)
|F |2 fv + h11ξ,
fuv = ((ReF )v, (ImF )v, (ReG)v) =
(fuv, fu)
|F |2 fu +
(fuv, fv)
|F |2 fv + h12ξ,
fvv = −fuu = − (fuu, fu)|F |2 fu −
(fuu, fv)
|F |2 fv + h22ξ
となり，更に直接計算で，
(fuu, fu)
|F |2 =
(fuv, fv)
|F |2 =
∂
∂u
log |F | =: λ, − (fuu, fv)|F |2 =
(fuv, fu)
|F |2 =
∂
∂v
log |F | =: µ
となることから，
h11 = −h22 = (ReG)u − λReG− µImG, h12 = (ReG)v − µReG+ λImG
を得る．これより，再び直接計算で，
deth = h11h22 − h212 = −h211 − h212
= −{(ReG)2u + (ImG)2u} − (λ2 + µ2)|G|2 + λ
∂
∂u
|G|2 + µ ∂
∂v
|G|2
= −
∣∣∣∣∂G∂w
∣∣∣∣2 − (λ2 + µ2)|G|2 + (λ ∂∂u + µ ∂∂v
)
|G|2
となる．よって，示された． 2
注意 36. 上の組 (F,G)をワイエルシュトラスデータと呼ぶ．また，任意の θ ∈ R/2piZに対し，
fθ(s, t) = cos θ
(
Re
∫
(F,−iF,G)dw
)
+ sin θ
(
Im
∫
(F,−iF,G)dw
)
は，R0,2,1 内の d-極小曲面を与え，かつ等長変形を与えている．
実際，まず正則関数 F,Gに対し，次が成り立つ．
Re
∫ w
w0
(−iF,−F,−iG)dw = 1
2
(∫ w
w0
(−iF,−F,−iG)dw +
∫ w
w0
(−iF,−F,−iG)dw
)
=
1
2i
(∫ w
w0
(F,−iF,G)dw −
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw
)
= Im
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw.
従って，ワイエルシュトラスデータ (−iF,−iG) から定まる d-極小曲面は，ワイエルシュトラス
データ (F,G)による実部ではなく，虚部を取る操作に一致している．ここで，θ ∈ R/2piZとして，
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(e−iθF, e−iθG) をワイエルシュトラスデータとする d-極小曲面を考えてみると，定まるはめ込み
を随伴族といい，fθ で表すことにすれば，写像の S1 族が得られ，
fθ(u, v) = Re
∫ w
w0
(e−iθF,−ie−iθF, e−iθG)dw
= cos θ
(
Re
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw
)
+ sin θ
(
Re
∫ w
w0
(−iF,−F,−iG)dw
)
= cos θ
(
Re
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw
)
+ sin θ
(
Im
∫ w
w0
(F,−iF,G)dw
)
となることが分かる．特に，θ = 0, pi2 のとき，(F,G)からそれぞれ実部，虚部を取ることで得られ
る d-極小曲面に対応している．さらに，任意の θ ∈ R/2piZに対して，はめ込み fθ による誘導計
量は，
((fθ)u, (fθ)u) = ((fθ)v, (fθ)v) = |e−iθF |2 = |F |2, ((fθ)u, (fθ)v) = 0
を満たすので，f = f0 と fθ の間の等長変形を与えていることが分かる．但し，R1,0,2 のアファ
イン等長類として同値な曲面を与えているわけではないことに注意する．fpi
2
を f0 の共役曲面と
呼ぶ．
例.
(0) (F,G) = (α, β) (α, β は複素定数で αは非零とする)のとき，非退化平面となる．
(1) (F,G) = (z, 1)のとき，
f0(u, v) =
(
1
2
(u2 − v2), uv, u
)
, fpi
2
(u, v) =
(
uv,−1
2
(u2 − v2), v
)
となって，自己交差を持つ曲面であって共に，(s, t) = (0, 0)で交叉帽子と呼ばれる特異点を
与える (頁 55の図 6参照)．
(2) (F,G) = (ez, 1)のとき，
f0(u, v) = (e
u cos v, eu sin v, u), fpi
2
(u, v) = (eu sin v,−eu cos v, v)
となって，f0 は命題 28 (3)で与えた d-極小回転面であり，fpi2 は第二種楕円型ヘリコイド
である (頁 32の図 1，3参照)．
(3) (F,G) = (1, z)のとき，
f0(u, v) =
(
u, v,
1
2
(u2 − v2)
)
, fpi
2
(u, v) = (u,−v, uv)
となって，共に極小双曲放物面である (頁 32の図 2参照)．
4.3 応用
補題 37. (X, ρ)を完備距離空間，A ⊂ X を部分集合とする．このとき，次は同値である．
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(i) Aは完備である．すなわち，(A, ρ|A)は部分距離空間として，完備である．
(ii) Aは閉集合である．
定理 38. (M, g) を連結な 2 次元完備リーマン多様体，f : (M, g) → R0,2,1 を等長はめ込みとす
る．このとき，(M, g)は，標準的な 2次元ユークリッド空間 R2 に等長同型であり，f の像は，大
域的グラフ
{(u, v, F (u, v)) ∈ R0,2,1 | (u, v) ∈ R2}
と一致する．ここで，F は，R2 上のある C∞ 級関数である．
Proof. まずM の任意の座標近傍を {U ; (s, t)}で表し，計量 g の係数を
g11 = g
(
∂
∂s
,
∂
∂s
)
, g12 = g
(
∂
∂s
,
∂
∂t
)
, g22 = g
(
∂
∂t
,
∂
∂t
)
とする．また，
f(x) = (α(x), β(x), γ(x)) (x ∈M)
によって，M 上の C∞ 級関数 α, β, γ を定める．ここで，(u, v)を座標とする標準的ユークリッド
空間を R2 とし，C∞ 級写像 f0 : (M, g)→ R2 を
f0(x) := (α(x), β(x)) (x ∈M)
で定めると，等長はめ込みであることが分かる．実際，
〈(f0)s, (f0)s〉R2 = α2s + β2s = (fs, fs)R0,2,1 = g
(
∂
∂s
,
∂
∂s
)
= g11,
〈(f0)s, (f0)t〉R2 = αsαt + βsβt = (fs, ft)R0,2,1 = g
(
∂
∂s
,
∂
∂t
)
= g12,
〈(f0)t, (f0)t〉R2 = α2t + β2t = (ft, ft)R0,2,1 = g
(
∂
∂t
,
∂
∂t
)
= g22
より，f∗0 〈 , 〉R2 = gが成立する．以下，実は f0 が等長同型写像になることを示す．ここで，M と
R2 の多様体としての次元が等しく，f0 ははめ込みであることから，逆写像定理により，特に，f0
は局所微分同型写像になることに注意する．従って，f0 が等長同型であるためには，f0 が全単射
であることさえ示せば十分である．
全射性について，f0 は局所同相写像でもあることから，f0 は開写像である．よって，Imf0 は
R2 の開集合である．次に，等長写像は，測地的完備性を保つので，Imf0 を自然に R2 の部分距離
空間とみたとき，ホップ ·リノウの定理より，(Imf0, du2 + dv2) ⊂ R2 は完備である．よって，補
題 37より，Imf0 は R2 の閉集合である．従って，Imf0 は連結空間 R2 の開かつ閉集合であるの
で，Imf0 = R2 が成立する．すなわち，f0 :M → R2 は全射である．
単射性について，リーマン計量 g による M 上のリーマン距離を dM で表す．任意の相異な
る 2 点 x, y ∈ M を取ると，(M, g) は完備なので，最短測地線 δ : [0, 1] → M が存在して，
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δ(0) = x, δ(1) = y を満たす．さらに，f0 は等長写像なので，f0 ◦ δ : [0, 1]→ R2 は，f0(x), f0(y)
を結ぶ R2 内の測地線である．ここで，cを曲線として，L(c)で cの長さを表すことにすると，
0 < dM (x, y) = L(δ) = L(f0 ◦ δ) = |f0(x)− f0(y)|R2
より，f0(x) ̸= f0(y)が成立する．すなわち，f0 :M → R2 は単射である．ここで，最後の等式は，
R2 内の測地線が直線になることを用いた．
整理すると，f0 :M → R2 は局所等長微分同型かつ全単射であるので，等長同型写像である．す
なわち，(M, g)は，標準的な 2次元ユークリッド空間 R2 に等長同型である．ここで，f0 の逆写
像を φ : R2 →M で表そう．任意の (u, v) ∈ R2 に対して，
f(φ(u, v)) = (α(φ(u, v)), β(φ(u, v)), γ(φ(u, v))) = ((f0 ◦ φ)(u, v), (γ ◦ φ)(u, v))
= (u, v, F (u, v))
となる．ここで，F := γ ◦ φは R2 上の C∞ 級関数である．従って，f の像は，R2 上のある関数
F による大域的グラフとなることが示された． 2
系 39. f :M2 → R0,2,1 を連結な完備 d-極小曲面とする．このとき，f の像は，R2 上のある調和
関数 ψ が存在して，
{(u, v, ψ(u, v)) ∈ R0,2,1 | (u, v) ∈ R2}
と表せる．
Proof. 命題 30 (2)より，直ちに従う． 2
系 40. M をコンパクトな連結 2次元多様体とする．すなわち，連結な閉曲面とする．このとき，
非退化はめ込み f :M → R0,2,1 は存在しない．
Proof. 背理法で示す．すなわち，非退化はめ込み f が存在すると仮定しよう．f による誘導計量
を g で表すと，(M, g)は，コンパクトな連結リーマン多様体であり，特に完備となる．定理 38よ
り，M ∼= R2(位相同型)となって，M のコンパクト性に矛盾する． 2
f :M → R0,2,1 を非退化はめ込みとし，hを第二基本形式とする．このとき，非退化曲面のガウ
ス ·コダッチの方程式は，式 (26)
(∇Xh)(Y, Z) = (∇Y h)(X,Z) (X,Y, Z ∈ Γ(TM))
で与えられたことを思い出そう．平坦な局所座標 (u, v) を用いることで，式 (26) は次と等価で
ある．
(h11)v = (h12)u, (h22)u = (h12)v. (30)
ここで，hij は hの係数を表す．このとき，次が成立する．
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定理 41 (非退化曲面の基本定理). U ⊂ R2 を単連結領域とし，(u, v)を U 上の座標とする．また，
h11, h12, h22 を U 上の C∞ 級関数とする．このとき，誘導計量，第二基本形式をそれぞれ
du2 + dv2, h11du
2 + 2h12dudv + h22dv
2
とするような非退化はめ込み f : U → R0,2,1 がアファイン等長変換の差を除いて，一意的に存在
するための必要十分条件は，非退化曲面のガウス ·コダッチの方程式を満たすことである．
定理 41の証明の前に，次の事実を認める．
補題 42 (フロベニウスの定理). U ⊂ R2 を単連結開集合で，U 上の座標を (u, v) で表す．
A = A(u, v), B = B(u, v)を n次実正方行列Mn(R)に値を取る関数，p = p(u, v)を Rn に値を取
る未知関数とし，pに対して，連立線形偏微分方程式
∂p
∂u
= Ap,
∂p
∂v
= Bp (31)
を考える．このとき，初期値 p(u0, v0) ((u0, v0) ∈ U)を与えたときに，微分方程式 (31)の初期値
問題が U 上大域的で，一意的に解が存在するための必要十分条件は，次の可積分条件を満たすこ
とである．
Av −Bu +AB −BA = O． (32)
特に，n = 1の場合，可積分条件は単に
Av = Bu
である．
定理 41の証明
必要条件であることは，明らかなので，十分条件であることを示す．
存在性について，(u0, v0) ∈ U を固定し，pをM3(R)に値を持つ未知関数で，初期値として，
p(u0, v0) =
 1 0 00 1 0
0 0 1
 =: E3
とする連立線形偏微分方程式の系
pu = Ap, pv = Bp (33)
を考える．ここで，
A =
 0 0 h110 0 h12
0 0 0
 , B =
 0 0 h120 0 h22
0 0 0

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である．このとき，可積分条件 (32)を調べると，AB −BA = O に注意して，
Av −Bu =
 0 0 (h11)v − (h12)u0 0 (h12)v − (h22)u
0 0 0
 = O
となる．ここで，最後の等式は式 (30) を用いた．よって，補題 42 より，U は単連結なので，偏
微分方程式 (33)の解が U 上で一意的に存在する．得られた解 p = p(u, v)を用いて，f(u0, v0) =
(0, 0, 0) ∈ R3 を初期値とする連立偏微分方程式
fu = (1, 0, 0)p, fv = (0, 1, 0)p (34)
を考える．この可積分条件は，fuv = fvu であり，調べると，
fuv = (1, 0, 0)pv = (1, 0, 0)Bp = (0, 0, h12)p = (0, 1, 0)Ap = (0, 1, 0)pu = fvu
なので，ポアンカレの補題から，偏微分方程式 (34) の解が U 上で一意的に存在する．この解
f = f(u, v)が求める写像である．まず，f による第二基本形式が
h11du
2 + 2h12dudv + h22dv
2
となることを示す．ここで，η := (0, 0, 1)pと置くと，
ηu = (0, 0, 1)pu = (0, 0, 1)Ap = 0,
ηv = (0, 0, 1)pv = (0, 0, 1)Bp = 0
となるので，η は定ベクトルであることが分かり，p(u0, v0) = E3 より，
η(u, v) ≡ η(u0, v0) = (0, 0, 1)E3 = (0, 0, 1) = ξ
を得る．特に，(0, 0, 1)p = ξ に注意すると，
fuu = d ∂
∂u
fu = (1, 0, 0)pu = (1, 0, 0)Ap = (0, 0, h11)p = h11(0, 0, 1)p = h11ξ
となる．同様にして，
fuv = fvu = d ∂
∂v
fu = d ∂
∂u
fv = h12ξ, fvv = d ∂
∂v
fv = h22ξ
となる．従って，U 上で h = h11du2 + 2h12dudv + h22dv2 が成立する．次に，f による誘導計
量が
du2 + dv2
となることを示す．
(g11)u =
∂
∂u
(fu, fu) = 2(fuu, fu) = 2h11(ξ, fu) = 0,
(g11)v =
∂
∂v
(fu, fu) = 2(fuv, fu) = 2h12(ξ, fu) = 0
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より，g11 は定数関数で，
g11(u, v) ≡ g11(u0, v0) = ((1, 0, 0), (1, 0, 0)) = 1
を得る．同様にして，g12, g22 も定数であることが分かり，
g12 ≡ ((1, 0, 0), (0, 1, 0)) = 0, g22 ≡ ((0, 1, 0), (0, 1, 0)) = 1
となる．従って，U 上で g = g11du2 + 2g12dudv + g22dv2 = du2 + dv2 が成立する．以上で，存
在性が示された．
一意性について，f ′ : U → R0,2,1 を別の解とする．すなわち，f ′ による誘導計量，第二基本形
式はそれぞれ f のものと一致するとする．(u0, v0) ∈ U に対し，
f ′(u0, v0) = (a0, b0, c0), f ′u(u0, v0) = (a1, b1, c1), f
′
v(u0, v0) = (a2, b2, c2) ∈ R3
とすると，
(f ′u(u0, v0), f
′
u(u0, v0)) = a
2
1 + b
2
1 = 1,
(f ′u(u0, v0), f
′
v(u0, v0)) = a1a2 + b1b2 = 0,
(f ′v(u0, v0), f
′
v(u0, v0)) = a
2
2 + b
2
2 = 1
となるので，
T :=
(
a1 a2
b1 b2
)
∈ O(2)
が分かる．さらに，
(α, β) := (−c1,−c2)T−1 ∈ R2
と置くと，定め方より，
a1α+ b1β + c1 = 0, a2α+ b2β + c2 = 0
を満たすので，
X :=
 T−1 00
α β 1
 ∈M3(R)
と置くと，
f ′u(u0, v0)
tX = (1, 0, 0) = fu(u0, v0),
f ′v(u0, v0)
tX = (0, 1, 0) = fv(u0, v0)
となる．ここで，行列M ∈M3(R)に対し，tM はM の転置行列を表すとする．さらに，ρ ∈ R3
を
ρ := −f ′(u0, v0)tX = −(a0, b0, c0)tX ∈ R3
で定め，写像 f˜ : U → R0,2,1 を，任意の (u, v) ∈ U に対し，
f˜(u, v) := f ′(u, v)tX + ρ
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で定めれば，点 (u0, v0) ∈ U において，
f˜(u0, v0) = (0, 0, 0) = f(u0, v0),
f˜u(u0, v0) = (1, 0, 0) = fu(u0, v0), (35)
f˜v(u0, v0) = (0, 1, 0) = fv(u0, v0)
となる．一方で，f ′ = f ′(u, v)について，2階偏微分を考えると，
f ′uu = Γ
1
11f
′
u + Γ
2
11f
′
v + h11ξ,
f ′uv = f
′
vu = Γ
1
12f
′
u + Γ
2
12f
′
v + h12ξ,
f ′vv = Γ
1
22f
′
u + Γ
2
22f
′
v + h22ξ
であるが，f ′ による誘導計量は，du2 + dv2 であることから，
(f ′u, f
′
u) = (f
′
v, f
′
v) = 1, (f
′
u, f
′
v) = 0
に注意すると，すべての i, j, k ∈ {1, 2}に対し，
Γkij(u, v) ≡ 0 ((u, v) ∈ U)
である．すなわち，
f ′uu = h11ξ, f
′
uv = f
′
vu = h12ξ, f
′
vv = h22ξ
である．これより，
f˜uu = f
′
uu
tX = (0, 0, h11)
tX = (0, 0, h11) = h11ξ
が成立し，同様にして，
f˜uv = f˜vu = h12ξ, f˜vv = h22ξ
を得る．ここで，
p˜(u, v) :=
 f˜u(u, v)f˜v(u, v)
ξ
 ∈M3(R)
と置くと，式 (35)より，p˜(u0.v0) = E3 であって，p˜は，
p˜u =
 f˜uuf˜vu
0
 =
 h11ξh12ξ
0
 =
 0 0 h110 0 h12
0 0 0
 f˜uf˜v
ξ
 = Ap˜,
p˜v =
 f˜uvf˜vv
0
 =
 h12ξh22ξ
0
 =
 0 0 h120 0 h22
0 0 0
 f˜uf˜v
ξ
 = Bp˜
を満たす．偏微分方程式 (33)の解の一意性と p˜と pの初期値が一致するので，U 上で，
p˜(u, v) = p(u, v) ((u, v) ∈ U)
となる．また，
f˜u = (1, 0, 0)p˜ = (1, 0, 0)p, f˜v = (0, 1, 0)p˜ = (0, 1, 0)p
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となって，偏微分方程式 (34)の解の一意性と f˜ と f の初期値が一致するので，U 上で，
f˜(u, v) = f(u, v) ((u, v) ∈ U)
となる．すなわち，f ′ はアファイン等長変換
(X, ρ) ∈ Aut(R0,2,1, d) = O(0, 2, 1)⋉R3
によって，f に一致させることができる．以上で一意性が示された． 2
以下，4次元ミンコフスキー空間を R41 で表し，ローレンツ計量を
〈·, ·〉1 := −dx21 + dx22 + dx23 + dx24
で与えるものとする．ここで，(x1, x2, x3, x4)は R41 の直交座標系である．以下，曲面は空間的な
場合のみを扱う．すなわち，誘導計量は正定値になっていることを要請する．
曲面 M が平均曲率零であるとは，H⃗ ≡ 0 を満たすことをいい，曲面 M が平坦であるとは，
K ≡ 0を満たすことをいう．
注意 43. 平坦かつ平均曲率零曲面を考える動機づけを与える．まず以下のことに注意しよう．3
次元ユークリッド空間 R3，3次元ミンコフスキー空間 R31 内の空間的平坦平均曲率零曲面は，全測
地的曲面に一致する．すなわち，平面のみである．R31 内の時間的平坦平均曲率零曲面は存在する．
例えば，第 3節の定理 13の極小柱面は，その例である．従って，空間的曲面の場合に興味がある．
次に，4次元ミンコフスキー空間 R41 内の空間的平坦平均曲率零曲面は，平面とは限らないこと
が次の定理 44によって分かるが，ニュートラル計量を持つ 4次元擬ユークリッド空間 R42 内の空
間的平坦平均曲率零曲面は，再び全測地的になってしまうことは特筆すべきことだろう．
定理 44. f :M2 → R41 を全測地的でない連結な空間的平坦平均曲率零曲面を与えるはめ込みとす
る．hをM 上の第二基本形式とし，集合 F を次で定める．
F := {x ∈M | hx = 0}．
このとき，次が成立する．
(1) M \ F は，M の開かつ稠密な部分集合であり，さらに，連結である．
(2) M は，R41 の等長変換によって R0,2,1 ⊂ R41 にはめ込まれ，d-極小曲面である．
(3) M は，平坦な法束を持つ．すなわち，法曲率 R⊥ ≡ 0が成立する．
この定理の証明の前に，いくつか準備を与える．
{e1, e2}を曲面M の接束 TM の局所正規直交枠場，{e3, e4}を曲面M の法束 T⊥M の局所正
規直交枠場とする．さらに，ϵA := |eA|21 とすると，ϵ1 = ϵ2 = 1であり，枠場 {e3, e4}の順序を入
れ替えることにより，ϵ3 = −ϵ4 = 1として良い．さらに，M の平均曲率ベクトル場 H⃗ は，式 (8)
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より，次のようになる．
2H⃗ =
4∑
α=3
ϵαtrAαeα = (trA3)e3 − (trA4)e4． (36)
また，M のガウス曲率 K は，K = 〈R(e1, e2)e2, e1〉1 であるので，ガウスの方程式 (3) を用い
ると，
K = 〈h(e2, e2), h(e1, e1)〉1 − 〈h(e1, e2), h(e2, e1)〉1 = detA3 − detA4 (37)
と表される．ここで，detAα は，eα に関する形作用素 Aeα の行列式である．すなわち，detAα =
hα11h
α
22 − (hα12)2 である．さらに，次の簡単な補題を一つ用意する．
補題 45. X を位相空間，Y = {0, 1}を離散空間とするとき，次は同値である．
(i) Xは連結である．
(ii) 任意の連続写像 f : X → Y は，定値である．
定理 44の証明
各点 x ∈M に対し，M は平坦なので，xの周りの単連結な座標近傍 (u, v) ∈ U で，
e1 =
∂
∂u
, e2 =
∂
∂v
, x = (0, 0), f(x) = (0, 0, 0, 0)
とできる．このとき誘導計量は，g = du2 + dv2 と表せ，接続形式 ω12 ≡ 0が分かる．次に，M は
平均曲率零なので，式 (36)より trA3 = trA4 = 0を得る．再び，M は平坦より K ≡ 0を満たす
ので，式 (37)より detA3 = detA4 を得る．M は 2次元多様体なので，A3 = ±A4 が成立する．
必要ならば e4 7→ −e4 と取り替えて，A3 = A4 としても一般性を失わない．さて，この座標近傍
(u, v)を用いて，f : M → R41 の局所表示を得よう．まず ω12 ≡ 0を用いて，ガウスの公式から次
を得る．
fuu = h
3
11(e3 − e4), fuv = h312(e3 − e4), fvv = h322(e3 − e4)． (38)
ここで A3 = A4 より，各 i, j に対し，h3ij = h4ij であることに注意する．さらに，
fuu + fvv = (h
3
11 + h
3
22)(e3 − e4) = (trA3)(e3 − e4) ≡ 0 (39)
であり，f は調和写像であることが分かる．また，各 fuu, fuv, fvv は，すべて光的ベクトル場
e3 − e4 と 1次従属であり，かつ法ベクトル場を与えている．ここで，ワインガルテンの公式から
次を得る．
fuuu =
(
∂
∂u
(h311) + ω34
(
∂
∂u
)
h311
)
(e3 − e4), (40)
fuuv =
(
∂
∂v
(h311) + ω34
(
∂
∂v
)
h311
)
(e3 − e4). (41)
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これらの事実を用いて，以下 (1), (2), (3)を示すことにする．
(1) まず F がM 上の閉部分集合であることを示す．F = ∅ であれば，示すことは何もないの
で，F ̸= ∅と仮定する．写像
Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(T⊥M) ∋ (X,Y, ξ) 7→ FX,Y,ξ := 〈h(X,Y ), ξ〉1 ∈ C∞(M)
を考えると，各 X,Y, ξ に対し，F−1X,Y,ξ(0)はM 上の閉部分集合である．ここで，集合
E :=
⋂
X,Y ∈Γ(TM)
ξ∈Γ(T⊥M)
F−1X,Y,ξ(0)
を定めると，E は M の閉部分集合である．任意の x ∈ F に対して，hx = 0 なので，任意の
X,Y ∈ Γ(TM)，ξ ∈ Γ(T⊥M)に対し，
FX,Y,ξ(x) = 〈h(Xx, Yx), ξx〉1 = 0
である．よって，F ⊂ E となる．一方で，任意の x ∈ E に対して，任意の X,Y ∈ Γ(TM)，
ξ ∈ Γ(T⊥M)に対し，
FX,Y,ξ(x) = 〈h(Xx, Yx), ξx〉1 = 0
を満たす．ξ の任意性と擬ユークリッド計量の非退化性により，h(Xx, Yx) = 0であり，X,Y の任
意性から hx = 0を得る．よって，E ⊂ F となる．以上により，F = E となって，F はM 上の閉
部分集合である．次に F ′ := F c =M \ F と置く．明らかに，
M = F ∪ F ′, F ∩ F ′ = ∅
であって，F または，F ′ はそれぞれM 上の閉または，開部分集合である．よって，
∂F = F¯ \
◦
F = F \
◦
F
となる．ここで ∂F = ∅とすると，F = F¯ =
◦
F となって，M の連結性より，M = F となる．こ
れは全測地的であるから仮定に矛盾する．従って，∂F ̸= ∅である．次に
◦
F = ∅であることを背理
法で示す．すなわち，
◦
F ̸= ∅を仮定する．任意に x ∈
◦
F, y ∈ ∂F を選び，固定する．M は弧状連
結であるので，連続曲線 c : [0, 1] → M が存在して，c(0) = x, c(1) = y を満たす．このとき，実
数 t0 を次で定める．
t0 := sup{t ∈ [0, 1] | c([0, t)) ⊂
◦
F}．
◦
F は M の開部分集合なので，定め方より t0 > 0 であり，かつ c(t0) ∈ ∂F が成立する．さて，
U ⊂M を上の準備で構成した点 c(t0)の周りでの座標近傍とすると，
U ∩
◦
F ̸= ∅, U ∩ F ′ ̸= ∅
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が成立する．従って，U 上で h ≡ 0でないことに注意する．ここで，式 (38)を用いて，複素変数
w = u+ iv ((u, v) ∈ U)の C4 値写像 ϕ = ϕ(w)を
ϕ(w) := fuu(u, v)− ifuv(u, v) (42)
で定める．このとき，f は調和写像であることを用いると，
∂φ
∂w¯
=
1
2
∂
∂u
(fuu + fvv) +
i
2
(fuuv − fuvu) = 0
であり，φは U 上の正則写像である．ここで，U ∩
◦
F 上で h ≡ 0であり，φ = 0が成立している
ので，内点は集積点であることから，一致の定理より，U 上で φ ≡ 0が成立する．よって，U 上
で h311 ≡ 0, h312 ≡ 0であって，式 (39)より h ≡ 0となる．これは，上で述べた注意に矛盾する．
従って
◦
F = ∅であることが示された．さらに，集合 F は集積点を持たないことが分かる．実際，
M の各座標近傍 U 上で式 (42)を再び考えると，ϕは U 上の正則関数であって，零点集合は離散
的であることから従う．すなわち，集合 F は，孤立点のみからなるM 上の離散的部分集合であ
る．また，
((M \ F )c)◦ =
◦
F = ∅
であるので，M \ F はM 上の開かつ稠密部分集合である．M は多様体なので，局所的にユーク
リッド空間と同相である．従って，F の濃度は，高々可算無限である．
次に，M \ F が M 上の連結部分集合であることを示す．Y := {0, 1} を離散空間として，
σ : M \ F → Y を任意の連続写像とする．このとき，連続写像 σ¯ : M → Y で，制限写像
σ¯|M\F = σ となるものが構成できる．実際，任意の x ∈ M \ F に対しては，σ¯(x) := σ(x)とし，
任意の x ∈ F に対しては，次のようにして σ¯(x)を定める．x ∈ F は孤立点で，M は 2次元多様
体なので，xのある開近傍 U が存在して，U \ {x}は連結かつ，U ∩F = {x}が成立する．U \ {x}
は，M \ F 上の開集合より，σ の仮定から，制限写像 σ : U \ {x} → Y は連続である．よって，
補題 45 より，唯一の y ∈ Y が存在して，σ(U \ {x}) = y となる．これより，σ¯(x) := y と定め
ると，σ¯(U) = y となり，U \ {x}から U への連続的な拡張となる．x ∈ F は任意であったので，
σ¯|M\F = σ となる連続写像 σ¯ :M → Y が得られた．M は連結なので，再び補題 45より，σ¯ は定
値写像である．特に，σ¯(M) = σ¯(U) = y ∈ Y であるから，
σ(M \ F ) = σ¯|M\F (M \ F ) = σ¯(M \ F ) = y
である．よって，σ は定値写像である．σ は任意であったから，もう一度，補題 45を用いること
で，M \ F が連結であることが示された．
(2)まずM \F は，局所的にR0,2,1 ⊂ R41にはめ込まれることを示す．任意の x ∈M \F に対し，
前の準備で与えた局所座標 (u, v)を取り，F の点を含まないものとする．このとき，h311, h312, h322
のいずれかは，0でないとして良い．議論は平行になるので，以下 h311 が 0にならないとする．こ
のとき，R4 値関数 F = (F 1, F 2, F 3, F 4)を F := fuu で定めると，式 (38)，(40)，(41)より，
Fu = γ1F, Fv = γ2F
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と表せる．ここで，
γ1 :=
1
h311
(
∂
∂u
(h311) + ω34
(
∂
∂u
)
h311
)
, γ2 :=
1
h311
(
∂
∂v
(h311) + ω34
(
∂
∂v
)
h311
)
である．さらに，連立偏微分方程式の系
F iu = γ1F
i, F iv = γ2F
i (i = 1, 2, 3, 4)
が得られる．この可積分条件を調べると，
(γ1)v − (γ2)u = ∂
∂v
(
ω34
(
∂
∂u
))
− ∂
∂u
(
ω34
(
∂
∂v
))
= 0
であるから，補題 42の n = 1の場合が適用できる．従って，i = 1のときの解を F 1 = F 1(u, v)
とすると，他の j = 2, 3, 4に対しては，初期値の違いしかないので，
F j(u, v) = cjF
1(u, v) (j = 2, 3, 4)
が分かる．ここで，cj ∈ Rは定数である．従って，次のように表せる．
F = fuu = F 1η0 =: φ1η0
ここで，η0 = (1, c2, c3, c4) ∈ R41 は，光的な定ベクトルである．よって，
fuv = φ2η0, fvv = φ3η0
となる．ここで，式 (38)より
φ1 = F
1, φ2 =
h312
h311
F 1, φ3 = −F 1 = −φ1 (43)
である．次に α := fu とおいて，連立偏微分方程式
αu = φ1, αv = φ2
を考える．
(αuv − αvu)η0 =
{
∂φ1
∂v
− ∂φ2
∂u
}
η0 = fuuv − fuvu = 0
より，可積分条件を満たすので，解が一意的に存在する．それを α = α(u, v)とすると，
fu(u, v) = α(u, v)η0 + η1
と表せる．ここで，η1 ∈ R41 は定ベクトルである．次に β := fv とおいて，連立偏微分方程式
βu = φ2, βv = φ3 = −φ1
を考える．
(βuv − βvu)η0 =
{
∂φ2
∂v
+
∂φ1
∂u
}
η0 = fuvv + fuuu =
∂
∂u
(fuu + fvv) = 0
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より，可積分条件を満たすので，解が一意的に存在する．それを β = β(u, v)とすると，
fv(u, v) = β(u, v)η0 + η2
と表せる．ここで，η2 ∈ R41 は定ベクトルである．最後に φ := f とおいて，連立偏微分方程式
φu = α(u, v), φv = β(u, v)
を考える．
φuv − φvu = αv − βu = φ2 − φ2 = 0
より，可積分条件を満たすので，解が一意的に存在する．それを φ = φ(u, v)とすると，
f(u, v) = (φ(u, v)− φ(0, 0))η0 + uη1 + vη2
と表せる．ここで，f(0, 0) = (0, 0, 0, 0)であることを用いた．さらに，次のことも分かる．
〈fuu, fu〉1 = 〈fvv, fv〉1 = 〈fu, fv〉1 = 0, 〈fu, fu〉1 = 〈fv, fv〉1 = 1
であるので，各 i, j ∈ {1, 2}に対して，
〈η0, ηi〉1 = 0, 〈ηi, ηj〉1 = δij
が成立する．f は調和写像であったので，φ = φ(u, v)は調和関数である．従って，適当な R41 の等
長変換より，
η0 = (1, 0, 0, 1), η1 = (0, 1, 0, 0), η2 = (0, 0, 1, 0)
と取れる．以上により，局所的に f は次のように表される．
f(u, v) = (φ(u, v), u, v, φ(u, v)) ∈ R41
ここで，φ(u, v) は φuu + φvv ≡ 0 を満たす．特に，誘導計量が退化する 3 次元部分空間
spanR{η0, η1, η2} ⊂ R41 に含まれていることに注意する．
次に，M \F 全体が f によって R0,2,1 ⊂ R41に含まれることを示す．まずM \F は連結開集合よ
り，特に弧状連結である．任意の相異なる 2点 x, y ∈M \ F に対し，連続曲線 c : [0, 1]→M \ F
が存在して，c(0) = x, c(1) = y を満たす．cの像 c([0, 1])上のすべての点で，上記の準備で述べ
た座標近傍を考える．c([0, 1]) はコンパクト集合なので，そのうち有限個の座標近傍で被覆する
ことができる．また c([0, 1]) は連結集合なので，その有限部分被覆から一つ座標近傍を選ぶと，
別の座標近傍が存在して，空でない共通部分を持つ．ここでは，その二つを U, V ⊂ M \ F とす
る．前で議論したことより，ある誘導計量が退化する 3次元部分空間W1,W2 ⊂ R41 が存在して，
f(U) ⊂W1, f(V ) ⊂W2 が成立する．また，
∅ ̸= f(U ∩ V ) ⊂ f(U) ∩ f(V ) ⊂W1 ∩W2 (44)
となることに注意すると，明らかに，3 ≤ dimR(W1 +W2) ≤ 4なので，
dimR(W1 ∩W2) = dimRW1 + dimRW2 − dimR(W1 +W2) = 6− dimR(W1 +W2)
51
となる．よって 2 ≤ dimR(W1 ∩W2) ≤ 3であることが分かる．dimR(W1 ∩W2) = 2であると仮
定すると，W1 ∩W2 は R41 内の平面である．一方，U ∩ V はM の開集合であるので，式 (44)よ
り f(U ∩ V )は平面の一部となって，
◦
F = ∅に矛盾する．よって，dimR(W1 ∩W2) = 3であるこ
とが分かり，各 i = 1, 2に対し，W1 ∩W2 ⊂Wi であるから，
W1 =W1 ∩W2 =W2
を得る．点 x, y ∈M \F を結ぶ曲線は，このような有限個の座標近傍で被覆されているので，この
操作を繰り返すことで，xと y は同じ誘導計量が退化する部分空間に含まれることが分かる．x, y
は任意なので，
f(M \ F ) ⊂ R0,2,1 ⊂ R41
が成立する．
最後に，f(M) ⊂ R0,2,1 であることを示す．任意の x ∈ F に対し，上の準備のものと同様の座標
近傍 U を取ると，x = (0, 0)である．N ∈ Nを十分大きな自然数とすれば，任意の自然数 n ≥ N
に対し，
Un :=
{
x′ ∈M
∣∣∣∣ |x′ − x|R2 < 1n
}
⊂ U, x ∈ Un
が成立する．ここで，M \F はM 上の開かつ稠密な部分集合であったので，任意の自然数 n ≥ N
に対し，
Un ∩ (M \ F ) ̸= ∅
である．ここで，勝手な点 xn ∈ Un ∩ (M \ F )を選んで，点列 {xn}n≥N を構成すると，選び方よ
り，M \ F 上の点列で，xn → x (n→∞)となる．さらに，f(M \ F ) ⊂ R0,2,1 であることから，
{f(xn)}n≥N は R0,2,1 上の点列となる．f :M \ F → R0,2,1 は連続であることと，R0,2,1 は R41 上
の閉集合であることから，
f(x) = f( lim
n→∞xn) = limn→∞ f(xn) ∈ R
0,2,1
が成立する．特に，x ∈ F は任意であったので，f(F ) ⊂ R0,2,1 である．従って，
f(M) = f((M \ F ) ∪ F ) = f(M \ F ) ∪ f(F ) ⊂ R0,2,1
が成立する．さらに，f は調和写像であったので，f は R0,2,1 内の d-極小曲面を与える．
(3) これは容易に示せる．実際，{e3, e4} を法束 T⊥M の局所正規直交枠場としたとき，それ
ぞれの形作用素 A3, A4 について A3 = A4 は成り立つことを既に示していた．これより，任意の
ξ, η ∈ Γ(T⊥M)に対し，
[Aξ, Aη] = Aξ ◦Aη −Aη ◦Aξ = 0
であるので，リッチの方程式 (5)より，任意の X,Y ∈ Γ(TM)に対し，
〈R⊥(X,Y )ξ, η〉1 = 〈[Aξ, Aη](X), Y 〉1 = 0
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が成立する．従って，R⊥ ≡ 0が成立し，M は平坦な法束を持つことが示された．
以上で (1),(2),(3)が示され，定理 44が完全に示されたこととなる． 2
注意 46. F は，孤立点のみからなるM の離散的部分集合であった．F ̸= ∅となる例として，C∞
級はめ込み f : R2 → R0,2,1 ⊂ R41 を，
f(u, v) := (u3 − 3uv2, u, v, u3 − 3uv2)
で定めると，原点 (0, 0)のみで h = 0となる空間的平坦平均曲率零曲面を与える．これは“猿の腰
掛け (monkey saddle)”と通称呼ばれているものである．
ここで，用語の使い方の注意を述べておく．平均曲率ベクトル場が恒等的に消える曲面を第 3節
では，極小曲面と呼び，第 4節では，平均曲率零曲面と呼んでいる．さらに，設定によっては，極
大曲面と呼ばれることもある．これについて整理する．
まず，通常の 3次元ユークリッド空間 R3 内の平均曲率が消える曲面は，面積汎関数の停留点を
与える．状況によって，面積汎関数の値は極小値になる．しかし一般に，極値は取らないことに注
意しなければならないが，歴史的な背景から“極小曲面”と呼ばれる．
次に，3次元ミンコフスキー空間 R31 内の平均曲率が消える曲面は，誘導計量によって，二つの
呼び名がついている．まず誘導計量が空間的である場合，極大曲面と呼ばれる．これは，同様に面
積汎関数を考えると，ユークリッド空間の場合とは異なり，極大値を与える．一方で，誘導計量が
時間的である場合，極小曲面と呼ばれる．但し，注意しなければならないことは，面積汎関数の停
留点は与えているのだが，極小値でも極大値でもないということである．しかしながら，この場合
は，時間的極小曲面と呼ばれることが多い．
最後に，4次元のミンコフスキー空間 R41 内の平均曲率が消える曲面は，更に複雑であり，面積
汎関数の極小値，極大値になることもあれば，極値を与えない場合もある．従って，統一的にする
ため，外空間が R41 の場合には，平均曲率零曲面と呼ぶことにする．このように，擬リーマン多様
体内の極小部分多様体を研究する際は，誤解を招かないよう，用語にも細心の注意を払わなければ
ならない．
さて，R41 内の空間的平坦平均曲率零曲面は，退化する計量を持つ部分空間に含まれるという事
実は，[1]や [13]などで既に知られている．また，局所的な表示も同様に [1]にて得られているが，
大域的な研究は未だ成されていないように思える．
一方で，R0,2,1 を擬ユークリッド空間 R41 に自然に埋め込んでおくことができる．実際，次の
写像
ι : R0,2,1 ∋ (x, y, z) 7→ (z, x, y, z) ∈ R41
は等長埋め込みである．M を R0,2,1 内の任意の d-極小曲面とすると，この等長埋め込み ιにより，
M は，R41 内の空間的平坦平均曲率零曲面となることが容易に分かる．
空間的平坦曲面であることは，ιが等長埋め込みであることから直ちに従い，平均曲率零である
ことは，実際に平均曲率ベクトル場を求めることで分かる．f : M → R0,2,1 を d-極小曲面とする
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と，局所的に，ある調和関数 ϕを用いて，
f(u, v) = (u, v, ϕ(u, v))
と表せるので，ιにより，
(ι ◦ f)(u, v) = (ϕ(u, v), u, v, ϕ(u, v))
となる．よって，平均曲率ベクトル場 H⃗ は，
2H⃗ = (ι ◦ f)uu + (ι ◦ f)vv = (ϕuu + ϕvv)(1, 0, 0, 1) ≡ 0
となる．従って，平面でない場合に関して，R41 の等長変換考えることで，次の集合の間に一対一
対応が存在する．
{R0,2,1内の d-極小曲面 } 1:1←→ {R41内の空間的平坦極大曲面 }．
また，次のことが分かっている．R30 の極小曲面，R31 の極大曲面，R0,2,1 の d-極小曲面について，
{R30の極小曲面，R31の極大曲面，R0,2,1の d-極小曲面 } ⊂ {R41の空間的平均曲率零曲面 }
となる．実際，R30,R31 はそれぞれ次のように等長埋め込みが存在する．
R30 ∋ (x, y, z) 7→ (0, x, y, z) ∈ R41,
R31 ∋ (x, y, z) 7→ (x, y, z, 0) ∈ R41.
従って，R41 の平均曲率零曲面は，非常に豊富に存在することが分かる．
一般に，特異点が現れるが，例としては次頁の図 6から図 11を参照してほしい．ホイットニー
の判定法より，図 6は交叉帽子，佐治の判定法 ([16])により，図 10は d−4 型孤立特異点であるこ
とは分かった．その他の特異点は，名称が何かすらも未だ分かっていない．
最後に各種曲面の比較の表を与える．但し，連結性は仮定したものとする．
コンパクト性 大域的グラフ 特異点 完備性 ガウス曲率
R30 の極小曲面 ∄ 平面のみ ∄ ∃ ≤ 0
R31 の極大曲面 ∄ 平面のみ ∃ ([9]) 平面のみ ≥ 0
R0,2,1 の d-極小曲面 ∄ (系 40) ∃ (命題 28) ∃ ∃ (定理 38) ≡ 0
ここで，存在の記号 ∃は，自明な解である平面以外にも存在するという意味で使っている．
この表から，ある種の双対性が見える．例えば，ガウス曲率が最も顕著であるが，他の項目を見
ても，R0,2,1 の d-極小曲面は，R30 の極小曲面と R31 の極大曲面の中間的な性質を持っていること
が分かる．すなわち，特異点で考えてみると，極小曲面に特異点は現れないが，極大曲面では，一
般にカスプ辺やツバメの尾，カスプ状交差帽子といった特異点が現れ，錐状特異点といった孤立特
異点はあまり現れない．詳細は，[9]を参照してほしい．しかし，d-極小曲面では，孤立特異点のみ
を許容する．
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• d-極小曲面を与える C∞ 級写像 f のヤコビ行列の階数が 1となる孤立特異点の例．
図 6: ワイエルシュトラスデータ : (F,G) = (z, 1)． 図 7: ワイエルシュトラスデータ : (F,G) = (z2, 1)．
図 8: ワイエルシュトラスデータ : (F,G) = (z3, 1)．
図 9: ワイエルシュトラスデータ : (F,G) = (z4, 1)．
• d-極小曲面を与える C∞ 級写像 f のヤコビ行列の階数が 0となる孤立特異点の例．
図 10: ワイエルシュトラスデータ : (F,G) = (z, z2)．図 11: ワイエルシュトラスデータ : (F,G) = (z
2, z)．
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